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ОЦЕНКА НЕИЗВЕСТНОГО ПАРАМЕТРА В СИСТЕМАХ
СО СЛАБЫМ СИГНАЛОМ ПРИ ВНУТРЕННЕМ И
ВНЕШНЕМ ДИФФУЗИОННОМ ЗАШУМЛЕНИИ

Наблюдения над «зашумлённым» параметрическим семейством функций происходят с диффузи-
онными погрешностями. Малый параметр при коэффициенте сноса делает эту модель, пригодной
для описания систем со слабым сигналом. Построен доверительный интервал для неизвестного
параметра с наперёд заданной надёжностью.
Ключевые слова: оценка параметра, метод максимального правдоподобия, плотность мер,
интервал накрытия.

1. Введение. Вопросом оценки неизвестных параметров в сносе стохастиче-
ского дифференциального уравнения посвящено значительное число исследова-
ний: достаточно назвать монографии [1–6], статьи [7–9], и ряд других. В работе
[9] рассмотрена задача оценки неизвестного параметра в коэффициенте сноса в
условиях «слабого сигнала». Данная работа в идейном плане близка к [9].

В данной работе рассматривается следующая задача: наблюдается

ξε,T
θ0

= {ξε
θ0

(t) : 0 ≤t≤ T},

где ξε
θ0

(t) – траектория решения стохастического дифференциального уравнения с
малым параметром ε при коэффициенте сноса

dξε
θ0

(t) = εA(θ0, η(t))dt + B(η(t))dW1(t), ξε
θ0

(0) = ξ0, (1)

где W1(t) – стандартный винеровский процесс, η(t), t ≥0 – стационарное решение
однородного стохастического дифференциального уравнения

η(t) = η(0) +
∫ t

0
α(η(s))ds +

∫ t

0
β(η(s))dW (s). (2)

Здесь η(t), t ≥ 0 не зависит от W1(t), t ≥ 0. Процесс W (t), t ≥ 0 – стандартный
винеровский процесс, также как и η(0) не зависит от W1(t), t ≥ 0. Относительно
коэффициентов уравнения (2) будем предполагать выполнение следующих усло-
вий:

|α(x)− α(y)|+ |β(x)− β(y)| ≤ L|x− y|, 0 < L < +∞,

0 < λ ≤ β2(x) ≤ λ+ < +∞, |α(x)| ≤ C, (3)

для всех x, y ∈ R1. Причём для некоторого r > 0 выполнено условие:

xα(x) ≤ −γ|x|, γ > 0, (4)
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при |x| ≥ r.
Условия (3) и (4) достаточны (см. [10]) для экспоненциально быстрого пере-

мешивания решения η(t). В случае выполнения условий (3), (4) у процесса η(t)
существует [11, §18] эргодическое распределение π(x) с плотностью

ρ(x) =
1

Dβ2(x)
exp

{∫ x

0

2α(y)dy

β2(y)

}
. (5)

В силу теоремы 1 из [12] для каждого достаточно малого c3 > 0 существуют
c0 > 0, c4 > 0 такие, что по любой постоянной c1 > 0 найдутся c2 > 0, c3 > 0 такие,
что

var(P (x, t, dy)− π(dy)) ≤ c2 exp{c1|x| − c3t}, (6)

где P (x, t, dy) – вероятность перехода процесса η(s) за промежуток времени t из
точки x в интервал от y до y + dy.

Как уже было сказано ранее, везде в дальнейшем будем предполагать, что
распределение независимой от W (t), t ≥ 0 случайной величины η(x) совпадает с
π(x), т.е., процесс η(t), t ≥ 0 – стационарный марковский процесс, тогда найдётся
такая постоянная c1 > 0, что справедлива оценка [12, с. 1063]

M exp{c1|η(t)|} ≤ C1 < +∞. (7)

Пусть ε>0 – малый параметр, коэффициент сноса A(θ0, x) в уравнении (1) есте-
ственно интерпретировать как сигнал, θ0 – неизвестный параметр, т.е. наблюдается
«слабый», сигнал, «зашумлённый», как внутренне так и внешне диффузионным
шумом. Будем предполагать, что неизвестный параметр θ0 ∈ Q, где Q – некоторое
заданное параметрическое множество. Ставится следующая задача: оценить неиз-
вестный параметр θ0 по траектории решения ξ

ε,T/ε2

θ0
уравнения (1), наблюдаемой

на промежутке времени [0, T/ε2] и построить для него интервал накрытия:

θε − δε < θ0 < θε + δε,

накрывающий неизвестный параметр θ0 с вероятностью 1−γε, причём δε, γε (δε→0,
γε→0 при ε→0) должны быть выписаны в явном виде. Здесь θε – некоторая по-
строенная по ξε,T

θ0
оценка неизвестного параметра.

Идея построения θε: оценки неизвестного параметра θ0 и построения интерва-
ла накрытия базируется на том, что при наложенных ниже условиях случайный
процесс εξε

θ0

(
t/ε2

)
, 0 ≤ t ≤ T , где ξε

θ0
(t) – решение задачи (1), «близок» в смысле

метрики
ρ(X,Y ) = sup

0≤t≤T
M |X(t)− Y (t)|

к процессу
dξ

ε
θ0

(t) = A(θ0)dt + BdW̃ε(t), ξ
ε
θ0

(0) = 0, (8)

где W̃ε(t) – семейство стандартных винеровских процессов и коэффициенты A(θ), B
выражаются через коэффициенты уравнения A(θ, x), B(x), а именно

4
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A(θ) =

+∞∫

−∞
A(θ, x)ρ(x)dx, B

2 =

+∞∫

−∞
B2(x)ρ(x)dx. (9)

2. Вспомогательные результаты. Оценка скорости сходимости к пре-
дельным характеристикам.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (3), (4), (7), (9) и пусть

|A(θ, x)| ≤ C < +∞,

тогда справедлива оценка

sup
0≤t≤T

M

∣∣∣∣∣∣∣
ε2

t/ε2∫

0

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ε

(
8CTC1c2

c3

)1/2

. (10)

Доказательство. Построим оценку

M


ε2

t/ε2∫

0

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ




2

=

= M





ε2

t/ε2∫

0

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ


×


ε2

t/ε2∫

0

[A(θ0, η(s))−A(θ0)]ds





 =

= ε4

t/ε2∫

0

M

t/ε2∫

0

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ × [A(θ0, η(s))−A(θ0)]ds =

= ε4

t/ε2∫

0

M

∫ s

0
[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ × d

∫ s

0
[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ+

+ε4

t/ε2∫

0

M

t/ε2∫

s

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ × [A(θ0, η(s))−A(θ0)]ds =

=
1
2
M


ε2

t/ε2∫

0

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ




2

+

+ε4

t/ε2∫

0

M

t/ε2∫

s

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ × [A(θ0, η(s))−A(θ0)]ds.

5
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Объединяя начало и конец выкладок и приводя подобные слагаемые, получим:

M


ε2

t/ε2∫

0

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ




2

=

= 2ε4

t/ε2∫

0

M

t/ε2∫

s

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ × [A(θ0, η(s))−A(θ0)]ds. (11)

В правой части (11) возьмём условное математическое ожидание и снова вос-
пользуемся (2)

2ε4

t/ε2∫

0

M

t/ε2∫

s

[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]dτ × [A(θ0, η(s))−A(θ0)]ds =

= M2ε4

t/ε2∫

0

t/ε2∫

s

M{[A(θ0, η(τ))−A(θ0)]/=s
0}dτ × [A(θ0, η(s))−A(θ0)]ds =

= M2ε4

t/ε2∫

0

t/ε2∫

s

M{[A(θ0, ηη(s)(τ))−A(θ0)]/=s
0}dτ × [A(θ0, η(s))−A(θ0)]ds ≤

≤ M2ε4

t/ε2∫

0

t/ε2∫

s

{M [A(θ0, ηx(τ))− α(θ0)]/x = η(s)}dτ × [A(θ0, η(s))−A(θ0)]ds ≤

≤ 4Cε4

t/ε2∫

0

t/ε2∫

s

M{|MA(θ0, ηx(τ))−A(θ0)|/x = η(s)}dτds ≤

≤ 4Cε4

t/ε2∫

0

t/ε2∫

s

M{|MA(θ0, ηx(τ))− α(θ0)|/x = η(s)}dτds ≤

≤ 8Cc2ε
4

t/ε2∫

0

t/ε2∫

s

Mexp{c1η(s)} exp{−c3[τ − s]}dτds ≤

≤ 8ε2CTC1c2

T/ε2∫

0

exp{−c3α}dα ≤ 8ε2CTC1c2

c3
.

6
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Здесь использовали соотношения между метрикой L1 и расстоянием по вари-
ации [13]. Тем самым неравенство (10) из теоремы 1 доказано, а следовательно и
сама теорема 1 доказана. ¤

Теорема 2. Пусть {µt,=t
0, t ≥ 0} – непрерывный локальный мартингал, такой

что lim
t→∞[µ, µ]t = +∞, а τt = inf{s > 0 : [µ, µ]s ≥ β2t – конечный марковский

момент для каждого t > 0. Тогда найдётся стандартный винеровский процесс
Wt, такой, что выполняется неравенство

sup
0≤t≤T

M |εµt/ε2 − βεWt/ε2 |2 ≤ sup
0≤t≤T

M |ε2〈µ, µ〉t/ε2 − β2t|. (12)

В настоящем разделе в качестве µε
t будет взят процесс

µε
t = ε

t/ε2∫
0

B(η(τ))dW1(τ), так что ε2〈µ, µ〉t/ε2 = ε2
t/ε2∫
0

B2(η(τ))dτ .

Лемма 1. Предположим, что

B2(x) ≤ C < +∞, B
2 =

+∞∫

−∞
B2(x)ρ(x)dx, B =

√
B

2
,

тогда справедливы неравенства

sup
0≤t≤T

M

∣∣∣∣∣ε
∫ t/ε2

0
B((s))dW1(s)−BW̃ε(t)

∣∣∣∣∣
2

≤

≤ sup
0≤t≤T

M

∣∣∣∣∣ε
∫ t/ε2

0
B2(η(s))ds− tB

2

∣∣∣∣∣ ≤ ε

(
8CTC1c2

c3

)1/2

. (13)

Доказательство леммы следует из оценки (10) теоремы 1 и неравенства (12)
теоремы 2.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (3), (4), (7), (9) и пусть

|A(θ, x)|≤ C < +∞, B2(x) ≤ C < +∞, B =
√

B2,

M |ξθ|2 ≤ C < ∞,

C3 =

(
3C + 3

8CC1c2

c3
+ 3

(
8CC1c2

c3

)1/2
)1/2

, (14)

тогда справедлива оценка

sup
0≤t≤T

M |ξε
θ0

(t)− εξε
θ0

(t/ε2)| ≤ √
εC3

√
T . (15)

7
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Доказательство. Нетрудно заметить, что

sup
0≤t≤T

M |εξε
θ0

(t/ε2)−ξε
θ0

(t)|2 ≤ 3Mε|ξ0|2 +3 sup
0≤t≤T

M

∣∣∣∣∣∣∣
ε2

t/ε2∫

0

A(θ0, η(s))ds− tA(θ0)

∣∣∣∣∣∣∣

2

+

+3 sup
0≤t≤T

M

∣∣∣∣∣∣∣
ε2

t/ε2∫

0

B(η(s))dW1(s)−BW̃ε(t)

∣∣∣∣∣∣∣

2

≤ 3εC+

+3ε2 8CTC1c2

c3
+ 3ε

(
8CTC1c2

c3

)1/2

≤

≤ 3ε

(
C +

8εCTC1c2

c3
+

(
8CTC1c2

c3

)1/2
)

T = (
√

ε
√

TC3)2. (16)

Из (16) следует утверждение теоремы 3. ¤
3. Главная часть. Пусть (GT ,<T ) – измеримое пространство непрерывных

функций {xt, 0 ≤ t ≤ T} на [0, T ] с σ – алгеброй <T . Обозначим через µT
θ вероят-

ностную меру на (GT ,<T ), порождённую процессом ξε
θ(t) : 0 ≤ t ≤ T , где

dξ
ε
θ(t) = A(θ)dt + BdW̃ε(t), ξ

ε
θ(0) = 0.

Предположим сначала, что наблюдается траектория решения (8):

ξε,T
θ0

=
{
ξε
θ0

(t) : 0 ≤ t ≤ T
}

на промежутке времени [0, T ]. Известно (см., например, [1]), что при θ ∈ Q, θ0 ∈ Q
логарифм отношения правдоподобия имеет вид

∧T

(
θ, θ0, ξ

ε,T
θ0

)
= ln

dµT
θ

dµT
θ

(
ξ
ε,T
θ0

)
=

T∫

0

A(θ)−A(θ0)
B

dW̃ ε(t)− 1
2

T∫

0

[
A(θ)−A(θ0)

B

]2

dt,

здесь

dW̃ε(t) =
dξ

ε
θ(t)−A(θ0)dt

B
,

т.е.

∧T

(
θ, θ0, ξ

ε,T
θ0

)
=

T∫

0

A(θ)−A(θ0)
B

dW̃ ε(t)− 1
2

T∫

0

[
A(θ)−A(θ0)

B

]2

dt =

=

T∫

0

A(θ)−A(θ0)
B

dξ
ε
θ(t)−A(θ0)dt

B
− 1

2

T∫

0

[
A(θ)−A(θ0)

B

]2

dt =

8
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=
A(θ)−A(θ0)

B
2 ξ

ε
θ(T ) +

A
2(θ0)

2B
2 T − A

2(θ)

2B
2 T. (17)

Будем считать, что наблюдается траектория процесса ξε
θ0

(t) на промежутке

времени 0 ≤ t ≤ T/ε2, т.е. наблюдается ξ
ε,T/ε2

θ0
(t) : 0 ≤ t ≤ T/ε2. Подставим в (17)

вместо ξ
ε
θ0

(T ) величину εξε
θ0

(T/ε2). Пусть θT
ε – оценка, доставляющая максимум

функции

∧ (
θT
ε , θ0, εξ

ε
θ0

(T/ε2)
)

=
A(θ)−A(θ0)

B
2 εξε

θ0
(T/ε2) +

A
2(θ0)

2B
2 T − A

2(θ)

2B
2 T,

т.е.
∧ (

θT
ε , θ0, εξ

ε
θ0

(T/ε2)
)

= max
θεQ

∧ (
θ, θ0, εξ

ε
θ0

(T/ε2)
)
.

Теорема 4. Пусть выполняются условия теоремы 3 и для A(θ) справедливо
неравенство

|A(θ1)−A(θ2)| ≥ C̃|θ1 − θ2|δ, 0 ≤ δ ≤ 1, C̃ > 0, θ1 ∈ Q, θ2 ∈ Q, (18)

тогда, если 0 < 2γ(ε) < CRδT (1−δ)/2 для достаточно малого ε > 0, будем иметь

P{
√

T |θT
ε − θ0| > R} ≤

≤
√

εC3

γ(ε)
+

√
2
π

√
K

C̃RδT
1−δ
2 − 2γ(ε)

exp




−

[
C̃RδT

1−δ
2 − 2γ(ε)

]2

8K





. (19),

где R – произвольная положительная величина, выбор которой будет сделан в
дальнейшем.

Доказательство. Пусть
√

T (θT
ε − θ0) = u, т.е. θT

ε = θ0 + u/
√

T , тогда

P
{√

T |θT
ε − θ0| > R

}
≤

≤ P

{
max
|u|>R

∧
(
θ0 + u/

√
T , θ0, εξ

ε
θ0

(T/ε2)
)
≥ ∧ (

θ2
ε , θ0, εξ

ε
θ0

(T/ε2)
)}

=

= P

{
max
|u|>R

∧
(
θ0 + u/

√
T , θ0, εξ

ε
θ0

(T/ε2)
)
≥ 0

}
≤

≤ P

{
sup
|u|>R

∣∣∣∣∣
A(θ0 + u/

√
T )−A(θ0)

B
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣εξε

θ0
(T/ε2)− ξ

ε
θ(T )

∣∣∣+

+ sup
|u|≥R

(
A(θ0 + u/

√
T )−A(θ0)

B
2 ξ

ε
θ0

(T ) +
A

2(θ0)

2B
2 T − A

2(θ0 + u/
√

T )

2B
2 T

)
≥ 0

}
≤

9
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≤ P

{
sup
|u|>R

∣∣∣∣∣
A(θ0 + u/

√
T )−A(θ0)

B
2

∣∣∣∣∣
√

Tγ(ε)+

+ sup
|u|>R

(
A(θ0 + u/

√
T )−A(θ0)

B
2 ξ

ε
θ(T ) +

A
2(θ0)

2B
2 T − A

2(θ0 + u/
√

T )

2B
2 T

)
≥ 0

}
+

+P{|εξε
θ(T/ε2)− ξ

ε
θ(T )| >

√
Tγ(ε)}≤P

{
sup
|u|>R

(

∣∣∣∣∣
A(θ0 + u/

√
T )−A(θ0)

B
2

∣∣∣∣∣
√

Tγ(ε)+

+
A(θ0 + u/

√
T )−A(θ0)

B
W̃ ε(T )− [A(θ0 + u/

√
T )−A(θ0)]2

2B
2 T ) ≥ 0

}
+
√

εC3

γ(ε)
≤

≤ P

{
sup
|u|>R

∣∣∣∣∣
A(θ0 + u/

√
T )−A(θ0)

B
2

∣∣∣∣∣
√

T sup
|u|>R

[γ(ε) + sup
|u|>R

(B|W̃ ε(T )/
√

T |)−

−|A(θ0 + u/
√

T )−A(θ0)|
2

√
T

]
≥ 0

}
+
√

εC3

γ(ε)
≤ P{ sup

|u|>R
(γ(ε) + B|W̃ ε(T )/

√
T |−

−|A(θ0 + u/
√

T )−A(θ0)|
2

√
T ≥ 0}+

√
εC3

γ(ε)
≤

≤ P

{(
γ(ε) + β|ξ| − inf

|u|>R

|A(θ0 + u/
√

T )−A(θ0)|
2

√
T

)
≥ 0

}
+

+
√

εC3

γ(ε)
≤ P

{
γ(ε) + β|ξ| − C̃

|R/
√

T |δ
2

√
T ≥ 0

}
+
√

εC3

γ(ε)
≤

≤ P

{
|ξ| ≥ C̃|R/

√
T |δ√T − 2γ(ε)√

K

}
+
√

εC3

γ(ε)
≤

≤
√

2
π

√
K

C̃RδT
1−δ
2 − 2γ(ε)

exp



−

1
8

[
C̃RδT (1−δ)/2 − 2γ(ε)√

K

]2


 +

√
εC3

γ(ε)
,

здесь ξ ∈ N(0, 1) – распределённая случайная величина. Теорема 4 доказана. ¤
Следствие 1. Выбираем в (19)

γ(ε) → 0, R = R(ε) → +∞, T = T (ε) → +∞,
R(ε)√
T (ε)

→ 0,

√
ε

γ(ε)
→ 0,

C̃Rδ(ε)T (1−δ)/2(ε)− 2γ(ε) →∞,

при ε → 0. Тогда для произвольных достаточно малых χ, γ, при достаточно ма-
лом ε > 0 сможем добиться, того что

R(ε)√
T (ε)

≤ γ,

10
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√
εC3

γ(ε)
+

√
2
π

√
K

C̃RδT
1−δ
2 − 2γ(ε)

exp




−

[
C̃RδT

1−δ
2 − 2γ(ε)

]2

8K




≤ χ.

Отсюда следует: P{|θT
ε (ε) − θ0| ≤ γ} ≥ 1− χ, т.е. интеграл накрытия по-

строен.
Замечание. Справедливости ради отметим, что в случае, если A(θ0) – посто-

янная, доверительный интервал можно построить значительно проще. Действи-
тельно, пусть выполняются условия теоремы 3 и к тому же для A(θ0) справедливо
неравенство (18), тогда для достаточно малого ε > 0 будем иметь (19), где C3 опре-
делено в (14), θ̃T

ε – оценка квазимаксимального правдоподобия, которая находится
из условия

θ̃T
ε = arg min

θ∈Q

∣∣∣∣∣
εξε

θ0
(T/ε2)
T

−A(θ)

∣∣∣∣∣ .

C вероятностью 1 справедливo [15] неравенствo

|A(θ̃T
ε )−A(θ0)| ≤ 2

∣∣∣∣∣
εξε

θ0
(T/ε2)
T

− ξ
ε
θ0

(T )
T

∣∣∣∣∣ + 2
|ξ||B|√

T
,

тогда справедливо

P{|θ̃T
ε − θ0| > R/

√
T} = P{C̃|θ̃T

ε − θ0|δ > C̃Rδ/T
δ
2 } =

= P{A(θ̃T
ε )−A(θ0)| > C̃RδT−

δ
2 } ≤

≤ P

{∣∣∣∣∣
εξε

θ0
(T/ε2)
T

− ξ
ε
θ0

(T )
T

∣∣∣∣∣
√

T + B|ξ| > 1
2
C̃RδT

1−δ
2

}
≤

≤ P
{∣∣∣εξε

θ0
(T/ε2)− ξ

ε
θ0

(T )
∣∣∣ >

√
T2γ(ε)

}
+ P

{
|ξ| > C̃RδT

1−δ
2 − 2γ(ε)

2
√

K

}
.

Откуда с учётом оценки (15) и элементарного неравенства для модуля гауссов-
ской величины также имеем (19).

4. Выводы. В работе рассмотрена задача оценки неизвестного параметра θ0,
входящего в коэффициент сноса стохастического дифференциала. Стоящий при
коэффициенте сноса малый параметр делает такую модель пригодной для опи-
сания слабых сигналов, внутренне и внешне зашумлённых диффузионным эрго-
дическим процессом. Показано, что наблюдаемый процесс «близок» потраекторно
к некоторому гауссовскому процессу, который не наблюдается, но для которого
возможно применить метод максимального правдоподобия для оценки неизвест-
ного параметра. Вводится понятие оценки квазимаксимального правдоподобия.
Наблюдая такой процесс достаточно долгое время, по оценке (19) всё же удаёт-
ся построить достаточно «узкий» интервал гарантийного накрытия неизвестного
параметра.
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УСРЕДНЕНИЕ В КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА
В СЛУЧАЕ БЫСТРЫХ СЛУЧАЙНЫХ ОСЦИЛЛЯЦИЙ

Рассмотрена краевая задача для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка,
где коэффициентами при производных являются случайные функции, а внешнее воздействие –
случайная функция, суммированная с быстро осциллирующим случайным воздействием, кото-
рое является «физическим» белым шумом. Получена оценка для нормированных флуктуаций
решения исходной стохастической задачи относительно некоторого приближенного решения ис-
ходной задачи, имеющего более простой вид.
Ключевые слова: краевая задача, процесс Орнштейна–Уленбека, «физический» белый шум,
экспоненциальная оценка.

1. Введение. Усреднению в системах стохастических эллиптических уравне-
ний, а также оценке скорости сходимости в принципе усреднения в эллиптиче-
ских системах с быстрыми осцилляциями посвящены работы [1–9] и другие. С
современными детерминированными постановками аналогов таких задач можно
ознакомиться по работам [10–15]. Интерес к таким задачам связан с тем, что во
многих областях современной техники широко применяются композитные мате-
риалы, имеющие периодическую структуру, а математические модели процессов,
протекающих в таких материалах, как правило, описываются уравнениями с быст-
ро осциллирующими случайными коэффициентами. А именно, рассматривается
краевая задача для эллиптических систем, где коэффициент при производной –
случайная функция, а внешнее воздействие – случайная функция, суммированная
с быстро осциллирующим случайным воздействием, которое является «физиче-
ским» белым шумом. В работах [1–9] найдены естественные ограничения на коэф-
фициенты операторов, которые обеспечивают приближение решений уравнений в
частных производных с быстроосциллирующими по пространственной переменной
случайными коэффициентами с решением усредненного уравнения. Естественно
встает вопрос о скорости сходимости решений усредненных систем. В работах [8,
9] находится скорость сближения решения исходной задачи с решением задачи
усредненной. Задача, похожая на рассматриваемую в данной статье, рассмотрена
в [16], однако там коэффициент при производной – неслучайная периодическая
функция.

В данной работе решается аналогичная задача об оценке скорости сближения
решения исходного обыкновенного дифференциального уравнения второго поряд-
ка, находящегося под воздействием внешних быстро осциллирующих случайных
помех, при случайных внутренних периодических быстрых осцилляциях с некото-
рым приближенным решением, имеющим более простую структуру.
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2. Постановка задачи и ее решение. Рассмотрим на [0, 1] краевую задачу

d

dx

[
K

(
ξ
(x

ε

)) dUε

dx

]
= f(x) +

1√
ε
η

(x

ε

)
, Uε(0) = Uε(1) = 0, (1)

где ε > 0 – малый параметр, случайный процесс ξ(t) – решение стохастического
уравнения

dξ(t) = a (ξ(t)) dt + σ (ξ(t)) dW (t), ξ(0) = ξ0, (2)

коэффициенты a(x), σ(x) которого удовлетворяют следующим условиям:
1) являются периодическими с периодом 1 неслучайными функциями;
2) имеют производные первого порядка a′(x), σ′(x), удовлетворяющие условию

Гельдера;
3) функции a(x), σ(x), a′(x), σ′(x) таковы, что

a(x) = a(x + 1), σ(x) = σ(x + 1), |a(x)| ≤ K < +∞,

0 < λ ≤ σ2(x) ≤ K < +∞,
∣∣a′(x)

∣∣ +
∣∣σ′(x)

∣∣ ≤ K < +∞. (3)

Пусть ρ(x) – решение периодической задачи




L∗ρ =
1
2

d2
(
ρ(x)σ2(x)

)

dx2
− d (ρ(x)a(x))

dx
= 0;

ρ(x) = ρ(x + 1),

однозначно определенное условием нормировки
∫ 1

0
ρ(x)dx = 1.

Найдем решение краевой задачи (1). Пусть [14] функция

ϑ(x) = exp
{
−

∫ x

0

2a(y)
σ2(y)

dy

}
. (4)

Нетрудно заметить, что при x ∈ [0, 1] для ϑ(x) справедливы оценки

0 < exp
{
−2K

λ

}
= C−1 ≤ ϑ(x) ≤ C = exp

{
2K

λ

}
< +∞. (5)

Рассмотрим [14] функцию

G0(x) =
2

(1 + ϑ(1))σ2(x)ϑ(x)

[
ϑ(1)

∫ x

0
ϑ(y)dy +

∫ 1

x
ϑ(y)dy

]
. (6)

Нетрудно заметить, что введенная функция G0(x) – периодическая с периодом 1
функция. Действительно, в силу того, что ϑ(x + 1) = ϑ(1)ϑ(x), имеем

G0(x + 1) =
2

(1 + ϑ(1))ϑ(1)σ2(x)ϑ(x)

[
ϑ(1)

∫ x+1

0
ϑ(y)dy −

∫ x+1

1
ϑ(y)dy

]
=

=
2

(1 + ϑ(1))σ2(x)ϑ(x)

[∫ 1

0
ϑ(y)dy + (ϑ(1)− 1)

∫ x

0
ϑ(y)dy

]
= G0(x).
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Нетрудно убедиться также в том, что функция G0(x) удовлетворяет уравнению

1
2

(
σ2(x)G0(x)

)′ = G0(x)a(x) +
1

1 + ϑ(1)
[ϑ(1)− 1].

Из существования производных a′(x), σ′(x) и условия 0 < λ ≤ σ2(x) следует
дифференцируемость выражений

(
σ2(x)G0(x)

)′ и G0(x)a(x), таким образом

ρ(x) = G0(x)
[∫ 1

0
G0(y)dy

]−1

(7)

является классическим решением задачи (4), удовлетворяющим (5).
Функции K(x), f(x) – неслучайные периодические с периодом 1 функции такие,

что
0 < K0 ≤ K(x) ≤ K1 < +∞, |f(x)| ≤ f0 < +∞. (8)

Cтационарный в узком смысле процесс η(t), t > 0 такой, что 1√
ε
η(x

ε ) являет-
ся «физическим» белым шумом, то есть допускает представление Д.О. Чикина
[17, 18] ∫ t

0

1√
ε
η

(x

ε

)
dx = Wε(t) + ρε(t),

где P{sup0≤t≤1 |ρε(t)| > δε} ≤ γε, δε → 0, γε → 0 при ε → 0 выписаны в явном
виде, а Wε(t) – стандартный винеровский процесс. В дальнейшем в качестве η(t)
будет взят классический процесс Орнштейна–Уленбека с параметрами γ, σ

dη (t) = −γη (t) dt + σdW (t).

Процессы η(t) и ξ(t) независимы между собой.
3. Усредненная краевая задача. Наряду с краевой задачей (1) рассмотрим

на [0, 1] «усредненную» краевую задачу

k̄
d2U0

dx2
= f(x), U0(0) = U0(1) = 0, (9)

где

k̄ =
(∫ 1

0

ρ(x)
K(x)

dx

)−1

, (10)

Uε(x) – классическое решение задачи (1), U1
ε (x) – случайный процесс вида

U1
ε (x) = U0(x)−

∫ x

0

y

k̄
dWε(y)− x

k̄

∫ 1

x
dWε(y) + x

∫ 1

0

y

k̄
dWε(y), (11)

где U0(x) – классическое решение задачи (9), которое определяется формулой

U0(x) = −1− x

k̄

∫ x

0
yf(y)dy − x

k̄

∫ 1

x
(1− y)f(y)dy. (12)
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Нетрудно убедиться в том, что функция U1
ε (x) также удовлетворяет краевым усло-

виям U1
ε (0) = U1

ε (1) = 0.
Функция Грина данной задачи имеет вид [19]

Gε(x, t) =





−gε(x) + gε(x)gε(t)
gε(1) , 0 ≤ x ≤ t;

−gε(t) + gε(x)gε(t)
gε(1) , t ≤ x ≤ 1,

где

gε(x) = ε

∫ x/ε

0

dt

K (ξ(t))
.

4. Оценка вероятности уклонения. Результатом работы является следую-
щая теорема.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (3), (5), (8), (10), краевые условия за-
дачи (9), имеют место (11) и (12), тогда справедлива оценка

P

{
sup

0≤x≤1

∣∣Uε(x)− U1
ε (x)

∣∣ ≥ 3 8
√

ε

}
≤ γ(ε),

где

γ(ε) =
2
ε

exp
{
− γ2δ2

ε

16σ2ε
[e2γ − 1]−1

}
+ 2

(
1
ε

+ 1
) [√

2γδεγ

4σ
√

ε

]−1

×

× exp

{
−1

2

[√
2γδεγ

4σ
√

ε

]2
}

+ 4
√

εC3 + f0C1
8
√

ε3,

δε = 8
√

ε

(
5

K0
+

4K1

K2
0

)−1

.

Доказательство. Запишем решение (1) в виде

Uε(x) =
∫ 1

0
Gε(x, z)f(z)dz +

∫ 1

0
Gε(x, z)dWε(z) +

∫ 1

0
Gε(x, z)dρε(z). (13)

Для дальнейших расчетов нам понадобится следующая теорема из [21, с. 18].
Теорема 2. Пусть диффузионный процесс задан как решение уравнения (2),

выполнены условия (3), тогда для любой 1-периодической, дважды непрерывно
дифференцируемой функции µ(x)

(
|µ(x)| ≤ 1

K0
< +∞

)
и любого 0 < ε ≤ 1 спра-

ведлива оценка

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣
√

ε

∫ t/ε

0
[µ (ξx(s))− µ̄] ds +

√
ε

∫ t/ε

0
σ (ξx(s))ψ (ξx(s)) dW (s)

∣∣∣∣∣ ≤
√

ε
2c

γK0
,

16
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здесь постоянные c > 0, γ > 0 из оценки

sup
x
|Mµ (ξx(t))− µ̄| ≤ c sup

x
|µ(x)| exp{−γt},

функция ψ(x) задается формулой

ψ(x) = −ϑ−1(x)
[∫ 1

x
ϑ(y)

2 [µ(y)− µ̄]
β2(y)

dy

]
,

а ρ(x) задается формулой (7), в которой G0(x) задано в (6).
Далее

M sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣
√

ε

∫ t/ε

0
[µ (ξx(s))− µ̄] ds

∣∣∣∣∣ ≤

≤ √
ε


M sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣
√

ε

∫ t/ε

0
σ (ξx(s))ψ (ξx(s)) dW (s)

∣∣∣∣∣
2



1/2

+
√

ε
2c

γK0
≤

≤ √
ε


4M

∣∣∣∣∣
√

ε

∫ T/ε

0
σ (ξx(s))ψ (ξx(s)) dW (s)

∣∣∣∣∣
2



1/2

+
√

ε
2c

γK0
≤ 2

√
ε ×

×
(

ε

∫ T/ε

0

16C4K2

λ2K2
0

ds

)1/2

+
√

ε
2c

γK0
≤ √

ε
2c

γK0
+

8KC2
√

εT

λK0
=

2
√

ε

K0

(
4KC2

√
T

λ
+

c

γ

)
;

|ψ(x)| ≤ 4C2

λK0
, |σ(x)| ≤ K.

То есть

M sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣
√

ε

∫ t/ε

0
[µ (ξx(s))− µ̄] ds

∣∣∣∣∣ ≤
2
√

ε

K0

(
4KC2

√
T

λ
+

c

γ

)
.

Подставляем наши значения, получаем:

M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
∫ x

0

[
1

K (ξx(s/ε))
−

∫ 1

0

ρ(y)
K(y)

dy

]
ds

∣∣∣∣ ≤
2
√

ε

K0

(
4KC2

√
T

λ
+

c

γ

)
. (14)

Далее рассмотрим каждый интеграл в выражении (13). Начнем с последнего.

∫ 1

0
Gε(x, t)dρε(t) =

∫ x

0

[
−gε(x) +

gε(x)gε(t)
gε(1)

]
dρε(t)+

+
∫ 1

x

[
−gε(t) +

gε(t)gε(x)
gε(1)

]
dρε(t) = −gε(x)

∫ x

0
dρε(t)−

−
∫ 1

x
gε(t)dρε(t) +

gε(x)
gε(1)

∫ 1

0
gε(t)dρε(t).

17
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Рассмотрим интегралы по ρε(t). Справедливы оценки

sup
0≤x≤1

| − gε(x)ρε(x)| = 1
K0

sup
0≤x≤1

|ρε(x)|.

sup
0≤x≤1

∣∣∣∣gε(x)ρε(x)− gε(1)ρε(1) +
∫ 1

x
ρε(t)dgε(t)

∣∣∣∣ ≤
1

K0
sup

0≤x≤1
|ρε(x)|+

1
K0

sup
0≤x≤1

|ρε(x)|+ sup
0≤x≤1

∫ 1

x

∣∣∣∣∣ρε(t)
dt

K
(
ξ
(

t
ε

))
∣∣∣∣∣ ≤

3
K0

sup
0≤x≤1

|ρε(x)|.

sup
0≤x≤1

∣∣∣∣∣
(gε(x))2

gε(1)
ρε(x)− gε(x)

gε(1)

∫ x

0
ρε(t)dgε(t)

∣∣∣∣∣ ≤
K1

K2
0

sup
0≤x≤1

|ρε(x)|+

+
K1

K2
0

sup
0≤x≤1

|ρε(x)| = 2K1

K2
0

sup
0≤x≤1

|ρε(x)|.

sup
0≤x≤1

∣∣∣∣∣−
(gε(x))2

gε(1)
ρε(x) + gε(x)ρε(1)− gε(x)

gε(1)

∫ 1

x
ρε(t)dgε(t)

∣∣∣∣∣ ≤
2K1

K2
0

sup
0≤x≤1

|ρε(x)|+

+
1

K0
sup

0≤x≤1
|ρε(x)| =

(
2K1

K2
0

+
1

K0

)
sup

0≤x≤1
|ρε(x)|.

То есть

sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
∫ 1

0
Gε(x, t)dρε(t)

∣∣∣∣ ≤
(

5
K0

+
4K1

K2
0

)
sup

0≤x≤1
|ρε(x)|.

В силу оценки (14) имеем

M sup
0≤x≤1

∣∣∣gε(x)− x

k̄

∣∣∣ = M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
∫ x

0

[
1

K(ξx(y/ε))
−

∫ 1

0

ρ(s)
K(s)

ds

]
dy

∣∣∣∣ ≤

≤ 2
√

ε

K0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)
;

sup
0≤x≤1

|gε(x)| ≤ 1
K0

,

∫ 1

0

ρ(s)
K(s)

ds =
1
k̄
≤ 1

K0
.

Откуда следует оценка

M sup
0≤x≤1

∣∣∣gε(x)− x

k̄

∣∣∣
2
≤ M sup

0≤x≤1

∣∣∣gε(x)− x

k̄

∣∣∣
[

sup
0≤x≤1

|gε(x)|+ 1
k̄

]
≤ 4

√
ε

K2
0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)
.

Аналогично имеем

M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
gε(x)
gε(1)

− x

∣∣∣∣ = M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
gε(x)− gε(1)x

gε(1)

∣∣∣∣ ≤ K1M sup
0≤x≤1

|gε(x)− gε(1)x| ≤

≤ K1M sup
0≤x≤1

[∣∣∣gε(x)− x

k̄

∣∣∣ +
∣∣∣∣gε(1)− 1

k̄

∣∣∣∣ x

]
≤ 4

√
ε
K1

K0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)
.

18



Усреднение в краевой задаче для дифференциального уравнения второго порядка

Из вышеизложенного следует оценка

M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
gε(x)
gε(1)

− x

∣∣∣∣
2

≤ 4
√

ε

K2
0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)
.

Аналогично,

M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
gε(x)gε(t)

gε(1)
− xt

k̄

∣∣∣∣ = M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
k̄gε(x)gε(t)− gε(1)xt

k̄gε(1)

∣∣∣∣ ≤

≤ K1

K0
M sup

0≤x,t≤1

∣∣k̄gε(x)gε(t)− gε(1)xt
∣∣ ≤ K1

K0

∣∣∣∣
[
gε(x)− x

k̄

] [
gε(t)− t

k̄

]
k̄

∣∣∣∣+

+
K1

K0

∣∣∣∣
[
gε(x)− x

k̄

]
t +

[
gε(t)− t

k̄

]
x +

xt

k̄
−

[
gε(1)− 1

k̄

]
xt− xt

k̄

∣∣∣∣ ≤

≤ K1

K0

[
4K1

√
ε

K2
0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)2

+
6
√

ε

K0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)]
= C1

√
ε.

Получаем

M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
gε(x)gε(t)

gε(1)
− xt

k̄

∣∣∣∣ ≤ C1

√
ε, (15)

C1 =
K1

K0

[
4K1

K2
0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)2

+
6

K0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)]
. (16)

Пусть

G0(x, t) =





−x
k̄

+ xt
k̄

, 0 ≤ x ≤ t;

− t
k̄

+ xt
k̄

, t ≤ x ≤ 1,

тогда

M sup
0≤x≤1

∫ x

0
|Gε(x, t)−G0(x, t)| dt + M sup

0≤x≤1

∫ 1

x
|Gε(x, t)−G0(x, t)| dt ≤

≤ 2M sup
0≤x≤1

∣∣∣gε(x)− x

k̄

∣∣∣ + M sup
0≤x,t≤1

∣∣∣∣
k̄gε(x)gε(t)− gε(1)xt

k̄gε(1)

∣∣∣∣ ≤
√

εC2,

C2 =
K1

K0

[
4K1

K2
0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)2

+
6

K0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)]
+

4
K0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)
.

Следовательно,

M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
∫ 1

0
Gε(x, z)f(z)dz −

∫ 1

0
G0(x, z)f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ f0C1

√
ε. (17)
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Рассмотрим второй интеграл в выражении (13)
∫ 1

0
Gε(x, y)dWε(y) = −

∫ x

0
gε(y)dWε(y)− gε(x)

∫ 1

x
dWε(y) +

gε(x)
gε(1)

∫ 1

0
gε(y)dWε(y).

Откуда [20] имеем

M sup
0≤x≤1

∣∣∣∣
∫ 1

0
Gε(x, y)dWε(y)−

[
−

∫ x

0

y

k̄
dWε(y)− x

k̄

∫ 1

x
dWε(y) + x

∫ 1

0

y

k̄
dWε(y)

]∣∣∣∣
2

≤

≤ 4M sup
0≤x≤1

[
2

∫ 1

0

[
gε(y)− y

k̄

]2
dy + 2

[
gε(x)− x

k̄

]2
+

1
K2

0

[
gε(x)
gε(1)

− x

]2
]
≤

≤ 16
√

ε

K2
0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)(
4 +

1
K2

0

)
=
√

εC3,

C3 =
16
K2

0

(
4KC2

λ
+

c

γ

)(
4 +

1
K2

0

)
. (18)

Учитывая выражения (15)–(18), запишем и оценим вероятность

P

{
sup

0≤x≤1
|Uε(x)− U1

ε (x)| ≥ 3β(ε)
}
≤

≤ P

{
sup

0≤x≤1

∣∣∣∣
∫ 1

0
Gε(x, y)dWε(y)+

+
∫ x

0

y

k̄
dWε(y) +

x

k̄

∫ 1

x
dWε(y)− x

∫ 1

0

y

k̄
dWε(y)

∣∣∣∣ ≥ β(ε)
}

+

+P

{
sup

0≤x≤1

∣∣∣∣
∫ 1

0
Gε(x, z)f(z)dz −

∫ 1

0
G0(x, z)f(z)dz

∣∣∣∣ ≥ β(ε)
}

+

+P

{
sup

0≤x≤1
|ρε(x)| ≥ β(ε)

(
5

K0
+

4K1

K2
0

)−1
}
≤

≤
√

εC3

β2(ε)
+

f0C1
√

ε

β(ε)
+ P

{
sup

0≤x≤1
|ρε(x)| ≥ β(ε)

(
5

K0
+

4K1

K2
0

)−1
}

.

Нам известно [22], что

P

{
sup

0≤x≤1
|ρε(x)| > δε

}
= P

{
sup

0≤x≤1

∣∣∣∣
√

ε
η(0)− η(x/ε)

γ

∣∣∣∣ > δε

}
≤

≤ 2
ε

exp
{
− δ2

εγ
2

16εσ2
[e2γ − 1]−1

}
+ 2

(
1
ε

+ 1
)[√

2γγδε

4σ
√

ε

]−1

exp

{
−1

2

[√
2γγδε

4σ
√

ε

]2
}

.

Примем

δε = β(ε)
(

5
K0

+
4K1

K2
0

)−1

,
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тогда из выше стоящей оценки следует

P

{
sup

0≤x≤1

∣∣Uε(x)− U1
ε (x)

∣∣ ≥ 3β(ε)
}
≤ γ(ε),

где

γ(ε) =
2
ε

exp
{
− γ2δ2

ε

16σ2ε
[e2γ − 1]−1

}
+ 2

(
1
ε

+ 1
)[√

2γδεγ

4σ
√

ε

]−1

×

× exp

{
−1

2

[√
2γδεγ

4σ
√

ε

]2
}

+ 4
√

εC3 + f0C1
8
√

ε3,

δε = 8
√

ε

(
5

K0
+

4K1

K2
0

)−1

.

Выберем β(ε) = 8
√

ε, тогда γε → 0 при ε → 0, то есть получаем утверждение
теоремы 1. ¤

5. Выводы. Для вероятности уклонения нормированных флуктуаций реше-
ния исходной стохастической краевой задачи относительно решения соответству-
ющей детерминированной усредненной задачи установлена оценка экспоненциаль-
ного типа, что позволяет говорить о достаточно высокой скорости сходимости при
усреднении.
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BOUNDARY TRIPLETS FOR 2p×2p–DIRAC OPERATORSWITH POINT
INTERACTIONS ON A DISCRETE SET

The paper is devoted to the boundary triplets, γ–field and corresponding Weyl functions for 2p× 2p–
Dirac operators with point interactions on a discrete set.
Keywords: 2p× 2p–Dirac operator, boundary triplets, γ–field, Weyl function.

1. Introduction. It is well known that many exactly solvable models describing
complicated physical phenomena are expressed in terms of operators with point inter-
actions (see [3, 4, 13] and comprehensive lists of references therein).

In this paper we investigate boundary triplets of the two families of operators with
point interactions associated with the Dirac differential expression

D ≡ Dc := −i c
d

dx
⊗

(
Op Ip

Ip Op

)
+

c2

2
⊗

(
Ip Op

Op −Ip

)
≡

(
c2/2 −i c d

dx

−i c d
dx −c2/2

)
⊗ Ip.

(1)
Here c > 0 denotes the velocity of light. The relativistic operators with point interactions
have received a lot of attention in recent years (see e.g. [2, 3, 5, 6, 8, 9, 19, 21, 14] and
references therein).

Following [14] (see also [3]) and assuming that I = (a, b) with −∞ < a < b ≤ +∞
and I = N, we define the operators DX,α and DX,β (realizations of D) to be the closures
of the operators D0

X,α = D and D0
X,β = D, where

dom(D0
X,α) =

{
f ∈ W 1,2

comp(I\X)⊗ C2p : f̂I ∈ ACloc(I), f̂II ∈ ACloc(I\X);

f̂II(a+) = 0 , f̂II(xn+)− f̂II(xn−) = − iαn

c
f̂I(xn), n ∈ N

}
,

(2)

and

dom(D0
X,β) =

{
f ∈ W 1,2

comp(I\X)⊗ C2p : f̂I ∈ ACloc(I\X), f̂II ∈ ACloc(I);

f̂II(a+) = 0 , f̂I(xn+)− f̂I(xn−) = iβncf̂II(xn), n ∈ N
}

,
(3)

respectively, i.e. DX,α = D0
X,α and DX,β = D0

X,β and

α := {αn}∞1 , αn = α∗n ⊂ Cp×p, β := {βn}∞1 , βn = β∗n ⊂ Cp×p, n ∈ N . (4)

The notation f̂ denotes a vector-function, i.e.

f̂I =
{

f1 f2 . . . fn

}>
, f̂II =

{
fn+1 fn+2 . . . f2n

}>
,
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where a sign > means a transpose operation.
The realizations DX,α and DX,β have originally been introduced by Gesztesy and

Šeba [14] (see also [3, Appendix J]) in the case of I = R and I = Z, i.e. X = {xn}n∈Z.
They investigated the point spectrum of these realizations by reducing the problem to
a system of finite difference equations.

Namely, they treat the operators DX,α and DX,β as extensions of the minimal
operator

DX :=
⊕

n∈Z
Dn Dn = D, dom(Dn) = W 1,2

0 [xn−1, xn]⊗ C2. (5)

Clearly, Dn is symmetric operator with deficiency indices n±(Dn) = 2. These authors
also computed the resolvent differences (DX,α − z)−1 − (Dfree − z)−1 and (DX,β−
−z)−1 − (Dfree − z)−1 where Dfree is the free Dirac operator D. In the periodic case
(X = Z, αk = α0, βk = β0, k ∈ Z) they proved that the spectra σ(DX,α) and σ(DX,β)
have band-zone structure.

In order to investigate the spectral properties of the operators, it is necessary to
find the boundary triplet and the corresponding Weyl functions. In this paper, we
find these objects for the 2p× 2p–Dirac operator with point interactions on a discrete
set. The boundary triplet approach to extension theory of symmetric operators has
appeared and was intensively elaborated during the last three decades (see [15, 11, 12]
and references therein, see also recent monograph [20].

The main ingredient of this approach is an abstract version of the Green formula
for the adjoint A∗ of a symmetric operator A that reads as follows

(A∗f, g)H − (f, A∗g)H = (Γ1f, Γ0g)H − (Γ0f, Γ1g)H, f, g ∈ dom(A∗). (6)

Here H is an auxiliary Hilbert space and the mapping Γ :=
(
Γ0

Γ1

)
: dom(A∗) → H⊕H

is required to be surjective.
It is easily seen that in the case d∗(X) > 0 a boundary triplet ΠD for D∗

X can be
defined as a direct sum of triplets Πn for Dirac operators D∗

n defined on L2[xn−1, xn]⊗
⊗C2p, i.e. ΠD := {H, Γ0, Γ1} :=

⊕∞
n=1 Πn, where

H :=
⊕

n∈N
Hn, Γ0 :=

⊕

n∈N
Γ(n)

0 , Γ1 :=
⊕

n∈N
Γ(n)

1 . (7)

However, a direct sum of boundary triplets is no longer a boundary triplet for D∗
X

whenever d∗(X) = 0. To construct a boundary triplet we apply regularization procedure
elaborated in [18], [16], [9]. It was already applied to Schrödinger operators with point
interactions in [16, 17]. However, in comparison with the Schrödinger case, one meets
an additional difficulty of algebraic character: to construct an appropriate boundary
triplet for the Dirac operator on a finite interval. Let us emphasize that only a choice of
boundary triplets Π̃(n) =

{
C2p, Γ̃(n)

0 , Γ̃(n)
1

}
for D∗

n, n ∈ N, in the form (19) (see below)
leads after regularization to a new sequence of triplets Πn for D∗

n, having the desirable
properties. Namely, only in the triplet ΠD = ⊕∞1 Πn for D∗

X the parametrization of
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GS-realizations is given by means of Jacobi matrices. Boundary triplet Π̃(n) for D∗
n of

the form (19) differs from other ones known in the literature (see e.g. [7]).
Notations. Throughout the paper H, H denote separable Hilbert spaces. [H,H]

denotes the set of bounded operators from H to H; [H] := [H, H]. C(H) and C̃(H) are
the sets of closed operators and linear relations in H, respectively. Let T be a linear
operator in a Hilbert space H. In what follows, dom(T ), ker(T ), ran(T ) are the domain,
the kernel, the range of T , respectively; σ(T ) denote the spectrum of T = T ∗.
Let X be a discrete subset of I ⊆ R. We define the following Sobolev spaces

W 1,2(I \X)⊗ C2p := {f ∈ L2(I)⊗ C2p : f ∈ ACloc(I \X), f ′ ∈ L2(I)⊗ C2p},
W 2,2(I \X)⊗ C2p := {f ∈ L2(I)⊗ C2p : f, f ′ ∈ ACloc(I \X), f ′′ ∈ L2(I)⊗ C2p},

W k,2
comp(I \X)⊗ C2p := {f ∈ W k,2(I \X)⊗ C2p : suppf is compact in I} =

= W k,2(I \X)⊗ C2p ∩ L2
comp(I)⊗ C2p.

Let I be a subset of Z, I ⊆ Z. We denote by l2(I,H) := l2(I)⊗H the Hilbert space of
H-valued sequences, i.e. f = {fn}n∈I ∈ l2(I,H) if ‖f‖2 =

∑
n∈I ‖fn‖2

H < ∞; l20(I,H)
is a subset of finite sequences in l2(I,H), i.e. the sequences with compact supports; we
also abbreviate l2 := l2(N,Cp), l20 := l20(N,Cp).

2. Preliminaries. Let us recall some basic facts of the theory of abstract boundary
triplets and the corresponding Weyl functions, cf. [11, 12, 15].

The set C̃(H) of closed linear relations in H is the set of closed linear subspaces of
H ⊕ H. Recall that dom(Θ) =

{
f : {f, f ′} ∈ Θ

}
, ran(Θ) =

{
f ′ : {f, f ′} ∈ Θ

}
, and

mul(Θ) =
{
f ′ : {0, f ′} ∈ Θ

}
are the domain, the range, and the multivalued part of Θ.

A closed linear operator A in H is identified with its graph gr(A), so that the set C(H)
of closed linear operators in H is viewed as a subset of C̃(H). In particular, a linear
relation Θ is an operator if and only if mul(Θ) is trivial. We recall that the adjoint
relation Θ∗ ∈ C̃(H) of Θ ∈ C̃(H) is defined by

Θ∗ =
{(

h
h′

)
: (f ′, h)H = (f, h′)H for all

(
f
f ′

)
∈ Θ

}
.

A linear relation Θ is said to be symmetric if Θ ⊂ Θ∗ and self-adjoint if Θ = Θ∗.
For a symmetric linear relation Θ ⊆ Θ∗ in H the multivalued part mul(Θ) is

the orthogonal complement of dom(Θ) in H. Therefore setting Hop := dom(Θ) and
H∞ = mul(Θ), one arrives at the orthogonal decomposition Θ = Θop⊕Θ∞ where Θop is
a symmetric operator in Hop, the operator part of Θ, and Θ∞ =

{(
0
f ′

)
: f ′ ∈ mul(Θ)

}
,

a “pure” linear relation in H∞.
Let A be a densely defined closed symmetric operator in a separable Hilbert space

H with equal deficiency indices n±(A) = dim(N±i) ≤ ∞, where Nz := ker(A∗ − z) is
the defect subspace.

Definition 2.1. ([15]) A triplet Π = {H,Γ0, Γ1} is called a boundary triplet for the
adjoint operator A∗ if H is an auxiliary Hilbert space and Γ0, Γ1 : dom(A∗) → H are
linear mappings such that the abstract Green identity

(A∗f, g)H − (f,A∗g)H = (Γ1f, Γ0g)H − (Γ0f, Γ1g)H, f, g ∈ dom(A∗),
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holds and the mapping Γ :=
(

Γ0

Γ1

)
: dom(A∗) → H⊕H is surjective.

First, note that a boundary triplet for A∗ exists whenever the deficiency indices of
A are equal, n+(A) = n−(A). Moreover, n±(A) = dim(H) and

ker(Γ) = ker(Γ0) ∩ ker(Γ1) = dom(A).

Note also that Γ is a bounded mapping from H+ = dom(A∗) equipped with the
graph norm to H⊕H.

A boundary triplet for A∗ is not unique. Moreover, for any self-adjoint extension
Ã = Ã∗ of A there exists a boundary triplet Π = {H, Γ0,Γ1} such that ker(Γ0) =
= dom(Ã).

In [11, 12] the concept of the classical Weyl–Titchmarsh m-function from the theory
of Sturm–Liouville operators was generalized to the case of symmetric operators with
equal deficiency indices. The role of abstract Weyl functions in the extension theory is
similar to that of the classical Weyl–Titchmarsh m-function in the spectral theory of
singular Sturm–Liouville operators.

Definition 2.2. ([11]) Let A be a densely defined closed symmetric operator in H

with equal deficiency indices and let Π = {H,Γ0, Γ1} be a boundary triplet for A∗. The
operator valued functions γ(·) : ρ(A0) → B(H, H) and M(·) : ρ(A0) → B(H) defined
by

γ(z) :=
(
Γ0 ¹ Nz

)−1 and M(z) := Γ1γ(z), z ∈ ρ(A0), (8)

are called the γ-field and theWeyl function, respectively, corresponding to the boundary
triplet Π.

The γ-field γ(·) and the Weyl function M(·) in (8) are well defined. Moreover, both
γ(·) and M(·) are holomorphic on ρ(A0) and the following relations hold (see [11])

γ(z) =
(
I + (z − ζ)(A0 − z)−1

)
γ(ζ), z, ζ ∈ ρ(A0), (9)

M(z)−M(ζ)∗ = (z − ζ)γ(ζ)∗γ(z), z, ζ ∈ ρ(A0). (10)

Identities (9) and (10) mean that γ(·) and M(·) are the γ-field and the Q-function of
the operator A0, respectively, in the sense of M. Krein (see [1]). It follows from (10)
that M(·) is an R[H]-function (or Nevanlinna function), i.e. M(·) is an (B(H)-valued)
holomorphic function on C \ R satisfying

Im z · ImM(z) ≥ 0, M(z)∗ = M(z), z ∈ C \ R.

Moreover, due to (10) M(·) ∈ Ru[H], i.e. it satisfies 0 ∈ ρ(ImM(i)).
Proposition 2.3. ([11, Theorem 2.2])Let Π = {H, Γ0, Γ1} be a boundary triplet for

A∗ and let M(·) and γ(·) be the corresponding Weyl function and the γ-field. Then for
any Ã = AΘ ∈ ExtA with ρ(AΘ) 6= ∅ the following Krein type formula holds:

(AΘ − z)−1 − (A0 − z)−1 = γ(z)(Θ−M(z))−1γ∗(z), z ∈ ρ(A0) ∩ ρ(AΘ). (11)
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Formula (11) is a generalization of the known Krein formula for canonical resolvents
(cf. [1]). It establishes a one-to-one correspondence between the set of proper extensions
Ã = AΘ with non-empty resolvent set and the set of linear relations Θ in H. Note also
that all quantities entering into (11) are expressed in terms of the boundary triplet Π
(see (8)) (cf. [11, 12]).

3. Boundary triplets for the Dirac building blocks. Let D be the differential
expression

D = −i c
d

dx
⊗ σ1 +

c2

2
⊗ σ3 =

(
c2/2 −i c d

dx

−i c d
dx −c2/2

)
⊗ Ip (12)

acting on C2p-valued functions of a real variable. Here

σ1 =
(

0 1
1 0

)
⊗ Ip, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
⊗ Ip, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
⊗ Ip, (13)

are the Pauli matrices in C2p and c > 0 denotes the velocity of light.
We set

k(z) := c−1
√

z2 − (c2/2)2, z ∈ C, (14)

where the branch of the multifunction
√· is selected such that k(x) > 0 for

x > c2/2. It is easily seen that k(·) is holomorphic in C with two cuts along the
half-lines

(−∞,−c2/2
]
and

[
c2/2,∞)

, and k(z) = −k(z).
Thus, k(·) itself is not R–function (Nevanlinna function), although the extension

k̃(z) =





k(z), z ∈ C+,

−k(z), z ∈ C−
(15)

is already a R-function, i.e. a holomorphic function in C\R, that maps C+ into C+ and
satisfies f(z) = f(z). Next we put

k1(z) :=
c k(z)

z + c2/2
=

√
z − c2/2
z + c2/2

, z ∈ C. (16)

We can independently define the right-hand side in C\((−∞,−c2/2]∪ [c2/2,∞)
)
by

selecting the branch of the corresponding multifunction in such a way that
√

z−c2/2
z+c2/2

> 0

for x > c2/2.
Next we construct boundary triplets using the technique of [16] and [18].
3.1. The case of finite interval. We begin with the constructions of a boundary

triplet for the maximal Dirac operator on an interval.
Let Dn be the minimal operator generated in L2[xn−1, xn]⊗C2p by the differential

expression (12)

Dn = D ¹ dom(Dn), dom(Dn) = W 1,2
0 [xn−1, xn]⊗ C2p. (17)
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We also put dn := xn − xn−1 > 0.
Lemma 3.1. Dn is a symmetric operator with deficiency indices n±(Dn) = 2p.

Its adjoint D∗
n is given by

D∗
n = D ¹ dom(D∗

n), dom(D∗
n) = W 1,2[xn−1, xn]⊗ C2p.

The defect subspace Nz := ker(D∗
n − z) is spanned by the vector functions f̂±n (·, z),

f̂±n (x, z) :=





e±i k(z) x . . . e±i k(z) x

︸ ︷︷ ︸
p

±k1(z)e±i k(z) x . . . ±k1(z)e±i k(z) x

︸ ︷︷ ︸
p





>

.

(18)
Moreover, the following is true:

(i) The triplet Π̃(n) =
{
C2p, Γ̃(n)

0 , Γ̃(n)
1

}
, where

Γ̃(n)
0 f = Γ̃(n)

0

(
f̂I

f̂2

)
:=

(
f̂I(xn−1+)
i c f̂II(xn−)

)
, Γ̃(n)

1 f = Γ̃(n)
1

(
f̂I

f̂II

)
:=

(
i c f̂II(xn−1+)

f̂I(xn−)

)
,

(19)
forms a boundary triplet for D∗

n.
(ii) The spectrum of the operator Dn,0 := D∗

n ¹ ker Γ̃(n)
0 , where

dom(Dn,0) = {{f̂1, f̂II}> ∈ W 1,2[xn−1, xn]⊗ C2p : f̂I(xn−1+) = f̂II(xn−) = 0}, (20)

is discrete, of the multiplicity p

σ(Dn,0) = σd(Dn,0) =



±

√
c2π2

d2
n

(
j +

1
2

)2

+
(

c2

2

)2

, j = 0, 1, . . .



 . (21)

(iii) The γ-field γ̃n(·) : C2p → L2[xn−1, xn]⊗ C2p, corresponding to the triplet Π̃(n)

is given in the standard basis in C2p by (z ∈ ρ(Dn,0))

γ̃n(z)
(

v̂1

v̂2

)
=

1
rn

(
cos(k(z)(xn − x))Ip − 1

c k1(z) sin(k(z)(xn−1 − x))Ip

−i k1(z) sin(k(z)(xn − x))Ip −i c−1 cos(k(z)(xn−1 − x))Ip

) (
v̂1

v̂2

)
,

(22)
where rn := cos(dnk(z)).

(iv) The Weyl function M̃n(·), corresponding to the triplet Π̃(n) is

M̃n(z) =
1

cos(dn k(z))

(
c k1(z) sin(dn k(z)) 1

1 (c k1(z))−1 sin(dn k(z))

)
⊗Ip, z ∈ ρ(Dn,0).

(23)
Proof.

(i) and (ii) are straightforward.
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(iii) Since f̂−n and f̂+
n form a basis in the defect subspace Nz, we get from the

definition of the γ-field,

γ̃n(z)
(

v̂1

v̂2

)
= ŵ1(z)f̂−n (x, z) + ŵ2(z)f̂+

n (x, z).

Applying to this identity the mapping Γ̃(n)
0 and using (18), (19) and definition (8) we

get
(

v̂1

v̂2

)
=

(
e−ik(z)xn−1Ip eik(z)xn−1Ip

−i c k1(z) e−ik(z)xnIp i c k1(z)eik(z)xnIp.

)(
ŵ1(z)
ŵ2(z)

)
=: Λ(z)

(
ŵ1(z)
ŵ2(z)

)
. (24)

Hence
(

ŵ1(z)
ŵ2(z)

)
= Λ−1(z)

(
v̂1

v̂2

)
. Setting ∆(z) := det Λ(z) = 2 i c k1(z) cos

(
dnk(z)

)

we find

γ̃(z)
(

v̂1

v̂2

)
=

1
∆(z)

(i c k1(z) eik(z)xn v̂1 − eik(z)xn−1 v̂2)




e−i k(z) x

...
−k1(z)e−i k(z) x


+

+
1

∆(z)
(i c k1(z) e−ik(z)xn v̂1 + e−ik(z)xn−1 v̂2)




ei k(z) x

...
k1(z)ei k(z) x


 =

1
cos(k(z)dn)

×

×
(

cos(k(z)(xn − x))Ip −(c k1(z))−1 sin(k(z)(xn−1 − x))Ip

−i k1(z) sin(k(z)(xn − x))Ip (i c)−1 cos(k(z)(xn−1 − x))Ip

)(
v̂1

v̂2

)
.

This proves (22).
(iv) This statement is immediate from (22), (19) and the identity M̃n(z) = Γ̃(n)

1 γ̃n(z).
¤

3.2. The case of half-line. In this section we provide boundary triplets for the
Dirac operator D on a halfline. The proofs are straightforward and are omitted.

Let Da− denote the minimal Dirac operator in L2(R−a )⊗C2p, where R−a := (−∞, a),
i.e.

Da− = D ¹ dom(Da−), dom(Da−) = W 1,2
0 (R−a )⊗ C2p . (25)

Lemma 3.2.Da− is a closed symmetric operator with deficiency indices n±(Da−) =
= p. Its adjoint D∗

a− is given by

D∗
a− = D ¹ dom(D∗

a−) , dom(D∗
a−) = W 1,2(R−a )⊗ C2p .

The defect subspace ker(D∗
a− − z) is spanned by the vector function

f̂−a (x, z) :=





e−i k(z) x . . . e−i k(z) x

︸ ︷︷ ︸
p

−k1(z)e−i k(z) x . . . −k1(z)e−i k(z) x

︸ ︷︷ ︸
p





>

.

(26)
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Moreover, the following hold
(i) The triplet Π(a−) =

{
Cp, Γ(a−)

0 , Γ(a−)
1

}
where

Γ(a−)
0 f = Γ̃(a−)

0

(
f̂I

f̂II

)
:= i c f̂II(a−) , Γ(a−)

1 f = Γ(a−)
1

(
f̂I

f̂II

)
:= f̂I(a−) , (27)

forms a boundary triplet for D∗
a− .

(ii) The spectrum of the operator Da−,0 := D∗
a− ¹ ker Γ̃(a−)

0 is absolutely continuous,
of the multiplicity p,

σ(Da−,0) = σac(Da−,0) = (−∞,−c2/2] ∪ [c2/2, +∞) . (28)

(iii) The corresponding γ-field γa−(·) : Cp → L2(R−a )⊗ C2p is given by

γa−(z)ŵ = ŵ
i ei k(z) a

c k1(z)
f̂−a (z), z ∈ ρ(Da−,0). (29)

(iv) The Weyl function Ma−(·), corresponding to the triplet Π(a−) is

Ma−(z) =
i

c k1(z)
Ip, z ∈ ρ(Da−,0). (30)

Next we denote by Db+ the minimal Dirac operator in L2(R+
b ) ⊗ C2p, where

R+
b := (b, +∞),

Db+ = D ¹ dom(Da−), dom(Db+) = W 1,2
0 (R+

b )⊗ C2p . (31)

Lemma 3.3. Db+ is a symmetric operator with the deficiency indices n±(Db+) = p.
The adjoint operator D∗

b+ is given by

D∗
b+ = D ¹ dom(D∗

b+) , dom(D∗
b+) = W 1,2(R+

b )⊗ C2p, (32)

and the defect subspace Nz = ker(D∗
b+ − z) is spanned by the vector function f̂+

b (·, z),

f̂+
b (x, z) :=





ei k(z) x . . . ei k(z) x

︸ ︷︷ ︸
p

k1(z)ei k(z) x . . . k1(z)ei k(z) x

︸ ︷︷ ︸
p





>

. (33)

Moreover, the following is true:
(i) The direct sum Π(b+) =

{
Cp, Γ(b+)

0 , Γ(b+)
1

}
where

Γ(b+)
0 f = Γ̃(b+)

0

(
f̂I

f̂II

)
:= f̂I(b+) , Γ(b+)

1 f = Γ(b+)
1

(
f̂I

f̂II

)
:= i c f̂II(b+) , (34)

forms a boundary triplet for D∗
b+.
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(ii) The spectrum of the operator Db+,0 := D∗
b+ ¹ ker Γ̃(b+)

0 = D∗
b+,0 is absolutely

continuous of the multiplicity p,

σ(Db+,0) = σac(Db+,0) = (−∞,−c2/2] ∪ [c2/2,+∞). (35)

(iii) The corresponding γ-field γb+(·) : Cp → L2(R+
b )⊗ C2p is

γb+(z)ŵ = ŵ e−i k(z) bf+
b (z)Ip, z ∈ ρ(Db+,0). (36)

(iv) The Weyl function Mb+(·), corresponding to the triplet Π(b+) is

Mb+(z) = i c k1(z)Ip, z ∈ ρ(Db+,0). (37)

4. Boundary triplets for Dirac operators with point interactions. Let
X = {xn}∞n=0(⊂ R) be a discrete set of the half-line, xn−1 < xn, n ∈ N. We set

a := x0 , b := supX ≡ lim
n→∞xn ,

dn := xn − xn−1 , d∗(X) := inf
n

dn , d∗(X) := sup
n

dn . (38)

In what follows we always assume for convenience that a := x0 = 0. Then we define
the minimal operator DX on H = L2(R+)⊗ C2p by setting either

DX :=
⊕

n∈N
Dn or DX :=

(⊕

n∈N
Dn

) ⊕
Db+ . (39)

Note that the component Db+ appears in (39) if and only if b < +∞. Clearly, in the
first case (b = +∞)

dom(DX) = W 1,2
0 (R+ \X)⊗ C2p =

⊕

n∈N
W 1,2

0 [xn−1, xn]⊗ C2p. (40)

Here we construct a boundary triplet for the operator D∗
X :=

⊕∞
n=1 D∗

n. First we
show that without additional restriction on X the direct sum

⊕∞
n=1 Π̃(n) of boundary

triplets Π̃(n) given by (19) forms only a generalized boundary triplet for D∗
X .

Proposition 4.1. Let X be as above, d∗(X) < ∞, and let Π̃(n) =
{
C2p, Γ̃(n)

0 , Γ̃(n)
1

}
be the boundary triplet for the operator D∗

n defined in Lemma 3.1. Let also A := DX :=
:=

⊕∞
1 Dn, H = l2(N)⊗ C2p, and Γ̃j =

⊕∞
n=1 Γ̃(n)

j , j ∈ {0, 1}, i.e.

Γ̃0

(
f̂I

f̂II

)
=

{(
f̂I(xn−1+)
i c f̂II(xn−)

)}

n∈N
, Γ̃1

(
f̂I

f̂II

)
=

{(
i c f̂II(xn−1+)

f̂I(xn−)

)}

n∈N
,

(41)

for any f =

(
f̂I

f̂II

)
∈ dom(D∗

X). Then
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(i) The mappings Γ̃0 and Γ̃1 are densely defined and closed. Moreover,

dom(A∗) := dom(Γ̃0) ∩ dom(Γ̃1) = dom(Γ̃0) = dom(Γ̃1) =

=
{

f =
(

f̂1

f̂II

)
∈ W 1,2(R+ \X)⊗ C2p :

: {f̂j(xn−1+)}∞1 , {f̂j(xn−)}∞1 ∈ l2(N)⊗ C2p, j ∈ {1, 2}
}

. (42)

(ii) The direct sum Π̃ :=
⊕∞

n=1 Π̃(n) =
{H, Γ̃0, Γ̃1

}
forms a B-generalized boundary

triplet for D∗
X in the sense of [9, Def. 2.7]. In particular, ran(Γ̃0) = H.

(iii) The transposed triplet Π̃> = {H, Γ̃>0 , Γ̃>1 } := {H, Γ̃1,−Γ̃0} also forms a
B-generalized boundary triplet for D∗

X . In particular, ran(Γ̃1) = H.

(iv) The triplet Π̃ is an (ordinary) boundary triplet for the operator D∗
X =

⊕∞
n=1 D∗

n

if and only if 0 < d∗(X) < d∗(X) < ∞.

Proof.
(i) By definition (19), the domain of Γ̃0 is given by

dom(Γ̃0) =
{

f ∈ W 1,2(R+ \X)⊗ C2p : {f̂I(xn−1+)}∞1 , {f̂II(xn−)}∞1 ∈ l2(N)⊗ C2p
}

.

(43)
Since d∗(X) < ∞, it follows from [9, (3.36)] that

∑

n∈N
|f̂I(xn−)− f̂I(xn−1+)|2 ≤ d∗(X)

∑

n∈N
d−1

n |f̂I(xn−)− f̂I(xn−1+)|2 < ∞. (44)

Combining this inequality with (43), yields {f̂I(xn−)}∞1 ∈ l2(N)⊗C2p. The inclusion
{f̂II(xn−1+)}∞1 ∈ l2(N) is proved in just the same way. Thus, dom(Γ̃0) = dom(Γ̃0)∩
∩dom(Γ̃1). The equality dom(Γ̃1) = dom(Γ̃0) ∩ dom(Γ̃1) is proved similarly.

(ii) Due to (i) ker Γ̃0 ⊂ dom(Γ̃1) = dom(A∗). Hence

A∗0 := A∗ ¹ ker Γ̃0 = A∗ ¹ ker Γ̃0 =
∞⊕

n=1

Dn,0 = A0 = A∗0, (45)

i.e. A∗0 = A0 is selfadjoint. The Green’s identity (6) is obviously satisfied for
f, g ∈ dom(A∗). It remains to show that ran(Γ0) = H = l2(N) ⊗ C2p. This fact is
immediate from (43) and [9, Prop. 3.5(iii)].

(iii) The proof is similar to the proof of (ii).
(iv) Let conditions 0 < d∗(X) < d∗(X) < ∞ be satisfied. Then, by [9, Prop. 3.5(iii)],

dom(π±) =W 1,2(R+ \ X) ⊗ C2p. Combining this fact with (42) we get dom(Γ̃j) =
= W 1,2(R+ \ X) ⊗ C2p, j ∈ {0, 1}. Hence Green’s formula (6) holds for all
f, g ∈ dom(A∗).

Next let us prove the surjectivity of the mapping Γ̃ = {Γ̃0, Γ̃1}. Let ak = {akn}∞n=1 ∈
∈ l2(N)⊗C2p, k ∈ {1, ..., 4}. By [9, Prop. 3.5(iii)], there exist f̂I , f̂II ∈ W 1,2(R+ \X)⊗
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⊗C2p such that

π+(f̂I) = {f̂I(xn−1+)}∞n=1 = {a1n}∞n=1, π−(f̂I) = {f̂I(xn−)}∞n=1 = {a4n}∞n=1,

π+(f̂II) = {icf̂II(xn−1+)}∞n=1 = {a3n}∞n=1, π−(f̂II) = {icf̂II(xn−)}∞n=1 = {a2n}∞n=1.

Combining these relations with (41), yields the surjectivity of the mapping Γ̃.
Conversely, let dom(Γ̃j) = W 1,2(R+\X)⊗C2p, j ∈ {0, 1}. Then, by (41), dom(π±) =

= W 1,2(R+ \X)⊗ C2p. Now [9, Prop. 3.5(iii)] yields the condition d∗(X) > 0. ¤
To obtain a boundary triplet for the operator D∗

X =
⊕∞

n=1 D∗
n in the case d∗(X) = 0

we regularize the boundary triplets Π̃n for D∗
n, n ∈ N, given by (19). To this end we

will apply the regularization procedure proposed in [9, Cor. 2.13(iii)] (cf. formula [9,
(2.29)]).

Theorem 4.2. Let X = {xn}∞n=0 be as above and d∗(X) < +∞. Define the
mappings

Γ(n)
j : W 1,2[xn−1, xn]⊗ C2p → C2p , n ∈ N , j ∈ {0, 1} ,

by setting

Γ(n)
0 f :=

(
d

1/2
n f̂I(xn−1+)

i c d
3/2
n

√
1 + 1

c2d2
n

f̂II(xn−)

)
, (46)

Γ(n)
1 f :=


 i c d

−1/2
n (f̂II(xn−1+)− f̂II(xn−))

d
−3/2
n

(
1 + 1

c2 d2
n

)−1/2
(f̂I(xn−)− f̂I(xn−1+)− i c dn f̂II(xn−))


 . (47)

Then:
(i) For any n ∈ N, Π(n) = {C2p,Γ(n)

0 , Γ(n)
1 } is a boundary triplet for D∗

n.
(ii) The direct sum Π :=

⊕∞
n=1 Π(n) = {H,Γ0, Γ1} with H = l2(N,C2p) ⊗ C2p and

Γj =
⊕∞

n=1 Γ(n)
j , j ∈ {0, 1}, is a boundary triplet for the operator D∗

X =
⊕∞

n=1 D∗
n.

Proof. According to Lemma 3.1(ii) each operator Dn,0 = D∗
n,0 has a gap (−αn, αn) ⊃

⊂ (−c2/2, c2/2). Hence the symmetric operator DX =
⊕∞

n=1 Dn has a gap (−α, α) :=
:= ∩∞n (−αn, αn). Since d∗(X) < ∞, it follows from (21) that α > c2/2, i.e. (−α, α) ⊃
⊂ (−c2/2, c2/2). Moreover, by (23),

M̃n

(
c2

2

)
=

(
Op Ip

Ip dnIp

)
and M̃ ′

n

(
c2

2

)
=

(
dnIp d2

n/2Ip

d2
n/2Ip (dn/c2 + d3

n/3)Ip

)
. (48)

Since c2/2 ∈ (0, α), we can apply [9, Cor. 2.13] to regularize the sequence of
boundary triplets Π̃(n) =

{
C2p, Γ̃(n)

0 , Γ̃(n)
1

}
for D∗

n, n ∈ N, defined by (19). Starting
with (48) we define the matrices Rn = R∗

n and Qn = Q∗
n by setting

Rn :=

(
d

1/2
n Ip Op

Op d
3/2
n

√
1 + 1

c2 d2
n
Ip

)
, Qn := M̃n

(
c2

2

)
=

(
Op Ip

Ip dnIp

)
, n ∈ N.

(49)
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Next we define a new sequence of boundary triplets Πn = {C2p, Γ(n)
0 ,Γ(n)

1 } by formulas
[9, (2.29)],

Γ(n)
0 := RnΓ̃(n)

0 , Γ(n)
1 := R−1

n (Γ̃(n)
1 −QnΓ̃(n)

0 ), n ∈ N. (50)

Clearly, the corresponding Weyl function is

Mn(z) = R−1
n (M̃n(z)−Qn)R−1

n , n ∈ N. (51)

Let us check that the family {Mn(·)}∞n=1 of the Weyl functions satisfy conditions [9,
(2.28)] of [9, Cor. 2.13]. Indeed, by (49), Mn(c2/2) = 0. Moreover, combining (51) with
(49) and (48) we get

M ′
n

(
c2

2

)
= R−1

n M̃ ′
n

(
c2

2

)
R−1

n = R−1
n

(
dnIp d2

n/2Ip

d2
n/2Ip (dn/c2 + d3

n/3)Ip

)
R−1

n =

=




Ip
1
2

(
1 + 1

c2 d2
n

)−1/2
Ip

1
2

(
1 + 1

c2 d2
n

)−1/2
Ip

1
3

3+c2d2
n

1+c2 d2
n
Ip


 , n ∈ N.

(52)

Hence supn∈N ‖M ′
n(c2/2)‖ < ∞ and the first condition in [9, (2.28)] is satisfied. Further,

(M ′
n(c2/2))−1 = RnM̃ ′

n(c2/2)−1Rn =

=
1

∆(c2/2)




1
3

3+c2d2
n

1+c2 d2
n
Ip −1

2

(
1 + 1

c2 d2
n

)−1/2
Ip

−1
2

(
1 + 1

c2 d2
n

)−1/2
Ip Ip


 ,

(53)

where ∆−1(c2/2) = 12(1+c2d2
n)(12+c2d2

n)−1. Hence supn∈N ‖
(
M ′

n(c2/2)
)−1‖ < ∞ and

the second condition in [9, (2.28)] is satisfied too. Thus, by [9, Cor. 2.13], the direct
sum

⊕∞
n=1 Π(n) is a boundary triplet for the operator D∗

X .
To complete the proof it remains to note that the definition (50) of boundary triplets

Πn for D∗
n, n ∈ N, coincides with the definition (46), (47). ¤
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ОТОБРАЖЕНИЯ СО СВОЙСТВОМ
ОБОБЩЕННОЙ ТРАНСМУТАЦИИ

Изучаются трансмутационные операторы, связанные с разложениями по собственным функциям
лапласиана в евклидовых пространствах. Для этих операторов исследуется обобщенное свойство
гомоморфизма относительно соответствующих сверточных алгебр, трансмутационное свойство
относительно подходящих дифференциальных операторов, связь между носителями образа и
прообраза, а также свойство гомеоморфизма между соответствующими пространствами распре-
делений.

1. Введение. Гомеоморфизмы со свойством трансмутации и их обобщения иг-
рают важную роль в гармоническом анализе на симметрических пространствах и в
многочисленных приложениях к задачам интегральной геометрии, проблеме спек-
трального анализа и синтеза, теории уравнений свертки (см. [1–5] и библиографию
к этим работам). Это объясняется тем, что трансмутационное свойство позволя-
ет произвести редукцию многих задач к соответствующим проблемам одномерной
теории (см. [1–5]). Далее такие задачи допускают полное решение с использовани-
ем результатов о свойствах пространства решений соответствующих одномерных
уравнений [6] (см. также [4]). Реализация указанного подхода требует развития ап-
парата, связанного с изучением обобщенных сферических функций и сферических
преобразований (см. [7]).

В данной работе мы продолжаем развитие теории трансмутационных отобра-
жений. Рассматривается случай, когда соответствующие отображения действуют
из различных пространств гладких функций в шаре в пространство четных функ-
ций на интервале вещественной оси. Полученные результаты уточняют ряд ре-
зультатов из работ [1–2], [4].

2. Обозначения и вспомогательные конструкции. Пусть Rn – веществен-
ное евклидово пространство размерности n ≥ 2 с евклидовой нормой | · |,
BR = {x ∈ Rn : |x| < R},

•
BR = {x ∈ Rn : |x| ≤ R}.

Пусть O – открытое множество в Rn, D(O) – пространство финитных бесконеч-
но дифференцируемых в O функций и D′(O) – соответствующее пространство рас-
пределений в O. Обозначим через E ′(O) множество всех распределений из D′(O)
с компактными носителями. Для распределения T ∈ E ′(O) символами suppT и
ordT соответственно обозначаются носитель и порядок T . Положим

r0(T ) = inf {r > 0 : suppT ⊂ Br} .

Кроме того, обозначим через r(T ) точную нижнюю грань радиусов открытых ша-
ров, содержащих носитель T .
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Преобразование Фурье T̂ распределения T определяется равенством

T̂ (ζ) = 〈T (x), e−i(x1ζ1+···+xnζn)〉, ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Cn,

где Cn – комплексное евклидово пространство размерности n. Символом ∗ обозна-
чается свертка распределений в Rn для тех случаев, когда она существует.

Пусть Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}, ωn−1 = nπn/2/Γ (1 + n/2) – площадь сферы
Sn−1, SO(n) – группа вращений Rn, ρ и σ = (σ1, . . . , σn) – полярные координаты
точки x ∈ Rn (ρ = |x|, а если x ∈ Rn \ {0}, то σ = x/ρ). Обозначим через Hn,k

множество всех однородных гармонических многочленов на Rn степени k. Сфери-
ческой гармоникой степени k называется сужение на Sn−1 некоторого многочлена
из Hn,k. Множество всех сферических гармоник степени k далее обозначается сим-
волом Hn,k = Hn,k(Sn−1). Отметим, что Hn,k и Hn,k являются инвариантными от-
носительно вращений комплексными векторными пространствами. Пусть d(n, k) –
размерность Hn,k. Простые вычисления показывают, что d(n, 0) = 1, d(n, 1) = n
и

d(n, k) =
(
n+ k − 1

k

)
−
(
n+ k − 3
k − 2

)
при k ≥ 2

(см. [8, гл. 4]). Всюду в дальнейшем Hn,k будет рассматриваться как подпростран-
ство L2(Sn−1). Как известно (см. [8, гл. 4]),∫

Sn−1

h1(σ)h2(σ)dω(σ) = 0

для любых h1 ∈ Hn,k1 , h2 ∈ Hn,k2 , k1 	= k2, где dω – элемент площади на Sn−1. Это
означает, что Hn,k1 ортогонально Hn,k2 при k1 	= k2.

Пусть Y k
j (j ∈ {1, . . . , d(n, k)}) – фиксированный ортонормированный базис в

Hn,k. Для k = 0 имеем Y k
1 (σ) = 1/√ωn−1 для всех σ ∈ Sn−1. При n = 2 и k ≥ 1

далее будет использоваться следующий базис в Hn,k:

Y k
1 (σ) =

1√
2π

(σ1 + iσ2)k, Y k
2 (σ) =

1√
2π

(σ1 − iσ2)k. (1)

Положим Y k
j (x) = ρkY k

j (σ) при x = ρσ ∈ Rn\{0} и любых n ≥ 2, k ∈ Z+. Используя
это соотношение, продолжим Y k

j до многочлена на Cn.
Пусть T (τ), τ ∈ SO(n) – квазирегулярное представление группы SO(n) в про-

странстве L2(Sn−1), то есть
(
T (τ)f

)
(σ) = f(τ−1σ) для всех f ∈ L2(Sn−1), σ ∈ Sn−1.

Как известно, T (τ) является прямой суммой попарно неэквивалентных унитарных
представлений T k(τ), действующих в пространствах Hn,k(Sn−1). Кроме того, пред-
ставления T k(τ) неприводимы при n ≥ 3. Пусть {tkl,p(τ)} – матрица представления
T k(τ), то есть

Y kj (τ−1σ) =
d(n,k)∑
i=1

tki,j(τ)Y
k
i (σ), σ ∈ Sn−1. (2)
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Если k = 0, имеем tk1,1(τ) = 1 для любого τ ∈ SO(n). При n = 2 и k ≥ 1 из
определения tki,j(τ) получаем, что t

k
1,1(τ) = e−ikθ, tk2,2(τ) = eikθ, где θ – поворот на

угол θ в R2, соответствующий вращению τ ∈ SO(2). Кроме того, tk1,2(τ) = tk2,1(τ) =
= 0 для любого τ ∈ SO(2) (см. (1) и (2)). При n ≥ 3 функции tkl,p удовлетворяют
следующим соотношениям ортогональности⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∫
SO(n)

tkl,p(τ)tk
′
l′,p′(τ)dτ = 0, если (k, l, p) 	= (k′, l′, p′),∫

SO(n)
|tkl,p(τ)|2dτ = 1/d(n, k),

(3)

где dτ – мера Хаара на SO(n), нормированная соотношением∫
SO(n)

dτ = 1

(см. [9, гл. 9]).
Пусть O – непустое открытое множество в Rn такое, что

τO = O для любого τ ∈ SO(n). (4)

Как обычно, обозначим L1,loc(O) – класс функций, локально суммируемых в O.
Ряд Фурье функции f ∈ L1,loc(O) по сферическим гармоникам имеет вид

f(x) ∼
∞∑
k=0

d(n,k)∑
j=1

fk,j(ρ)Y k
j (σ), x ∈ O, (5)

где

fk,j(ρ) =
∫

Sn−1

f(ρσ)Y k
j (σ)dω(σ). (6)

По теореме Фубини функции fk,j корректно определены для почти всех
ρ ∈ {r > 0 : Sr ⊂ O}, где Sr = {x ∈ Rn : |x| = r}. Для таких ρ имеет место
оценка

|fk,j(ρ)| ≤ γ

∫
Sn−1

|f(ρσ)| dω(σ) (7)

с постоянной γ > 0, не зависящей от f . Кроме того, функции

fk,j(x) = fk,j(ρ)Y k
j (σ)

принадлежат L1,loc(O). Если n = 2, из (6) получаем, что

fk,j(x) =
∫
SO(2)

f(τ−1x)tkj,j(τ)dτ. (8)
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Пусть n ≥ 3. Полагая
fk,l,p(x) = fk,l(ρ)Y k

p (σ),

для f ∈ L2(Sn−1) получаем

f(τ−1x) =
∞∑
k=0

d(n,k)∑
l=1

fk,l(ρ)T k(τ)Y k
l (σ) =

=
∞∑
k=0

d(n,k)∑
l=1

fk,l(ρ)Y k
p (σ)tkl,p(τ).

Отсюда и из (3) следует соотношение

fk,l,p(x) = d(n, k)
∫
SO(n)

f(τ−1x)tkl,p(τ)dτ (9)

для всех k ∈ Z+, l, p ∈ {1, . . . , d(n, k)}. Поскольку для каждого компактного мно-
жества U ⊂ O, удовлетворяющего условию (4) пространство L2(U) плотно в L(U),
из (6) вытекает, что равенство (9) справедливо для любой функции f ∈ L1,loc(O).

Если f ∈ C2(O), то для любых k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)} выполнено соотно-
шение

(∆f)k,j(ρ) = f ′′k,j(ρ) +
n− 1
ρ

fk,j(ρ) − k(n + k − 2)
ρ2

fk,j(ρ), (10)

где ∆ – оператор Лапласа в Rn (см. [6, часть 1, формула (5.20)]).
Отображение f → fk,j и разложение (5) можно продолжить на распределения

f ∈ D′(O) следующим образом:

〈
fk,j, ψ

〉
=

〈
f, d(n, k)

∫
SO(n)

ψ(τ−1x)tkj,j(τ)dτ

〉
=

=
〈
f, (ψ)k,j(ρ) Y k

j (σ)
〉
, ψ ∈ D(O), (11)

и

f ∼
∞∑
k=0

d(n,k)∑
j=1

fk,j (12)

(см. [6, часть 1, раздел 5.2]). Отметим, что для любого f ∈ D′(O) (соответственно,
f ∈ C∞(O)) ряд в правой части (12) сходится к f в D′(O) (соответственно C∞(O)).

Для всякого множества W(O) ⊂ D′(O) положим

Wk,j(O) =
{
f ∈ W(O) : f = fk,j

}
.

Отметим, что W0,1(O) совпадает с множеством радиальных распределений из
W(O). В дальнейшем мы пишем W�(O) вместо W0,1(O).
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Пусть R ∈ (0,+∞]. Для любого класса W(−R,R) распределений на интервале
(−R,R) ⊂ R1 символом W�(−R,R) обозначается множество всех четных распре-
делений из W(−R,R).

Если T ∈ E ′
�(R

n), r(T ) < R ≤ +∞ и f ∈ D′(BR), то из (11) следует, что

(f ∗ T )k,j = fk,j ∗ T в BR−r(T ).

3. Обобщенное сферическое преобразование. Символом Jν обозначим
функцию Бесселя первого рода с индексом ν. Из асимптотических разложений
бесселевых функций следует, что при ν ≥ 0 и всех достаточно больших по модулю
z ∈ {ζ ∈ C : Re ζ ≥ 0} имеет место оценка

|Jν(z)| < γ1e
|Imz||z|− 1

2 (13)

с постоянной γ1 > 0, не зависящей от z.
Для λ ∈ C, η ∈ Z+ определим

Φλ,η,k,j(x) = 2
n
2
−1Γ

(n
2

)√
ωn−1Y

k
j (x)

(
∂

∂z

)κ
(
Jn

2 +k−1(z|x|)
(z|x|)n/2+k−1

)∣∣∣∣∣
z=λ

, x ∈ Rn,

(14)
где

κ = η, если λ 	= 0 и κ = 2η, если λ = 0. (15)

Нетрудно проверить, что (
∆ + λ2

)η+1 Φλ,η,k,j = 0 в Rn (16)

(см. [6, часть 1, раздел 5.3]).
Далее нас будут в основном интересовать свойства функций Φλ,0,k,j, которые,

согласно (16), являются собственными функциями оператора Лапласа в Rn.
Из (14), (15) и интегрального представления Пуассона для функций Бесселя

находим

Φλ,0,k,j(x) =
21−kΓ(n/2)√ωn−1√

πΓ(n−1
2 + k)

Y k
j (x)

∫ 1

0
(1 − t2)

n−3
2

+k cos(λ|x|t)dt.

Далее, если N ∈ Z+, R ∈ (0,+∞), то

‖Φλ,0,k,j‖
CN (

•
BR)

≤ c(1 + |λ|)N−keR|Imλ|, (17)

где константа c > 0 не зависит от λ,R (см. [6, часть 1, формула (5.30)]).
Пусть k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)}. Для f ∈ E ′

k,j(R
n) введем обобщенное сфери-

ческое преобразование Fk
j (f) по формуле

Fk
j (f)(z) =

〈
f,Φz,0,k,j

〉
, z ∈ C.
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Если k = 0, то j = 1 и функция f̃(z) = F0
1 (f)(z), z ∈ C называется сфериче-

ским преобразованием распределения f ∈ E ′
�(R

n). Из определения следует, что
обобщенное сферическое преобразование является четной целой функцией пере-
менного z ∈ C.

Пусть T ∈ E ′
�(R

n). Тогда

Φλ,0,k,j ∗ T = T̃ (λ)Φλ,0,k,j

по теореме о среднем для собственных функций оператора ∆ (см. (16)). Отсюда
получаем

Fk
j (f ∗ T ) = Fk

j (f)T̃ для всех f ∈ E ′
k,j(R

n), T ∈ E ′
�(R

n). (18)

В частности,
Fk
j (p(∆)f)(z) = p(−z2)Fk

j (f)(z), z ∈ C

для любого многочлена p. Отметим также, что

f̂(ζ) =
2πn/2

ikΓ(n/2)√ωn−1
Y k
j (ζ)Fk

j (f)
(√

ζ2
1 + . . .+ ζ2

n

)
, ζ ∈ Cn (19)

(см. [6, часть 1, раздел 6.2]).
Следующий результат уточняет теорему 3.1, полученную в работе [2] (см. так-

же [4, гл. 9]).
Теорема 1.

(i) Если f ∈ E ′
k,j(R

n), то∣∣Fk
j (f)(z)

∣∣ � γ1(1 + |z|)γ2er(f)|Im z|, z ∈ C, (20)

где γ2 = ord f − k и γ1 > 0 не зависит от z.

(ii) Если f ∈ (E ′
k,j ∩ L∞)(Rn), то

∣∣Fk
j (f)(z)

∣∣ � γ2(1 + |z|)−k−n−1
2 er(f)|Im z|‖f‖L∞(Rn), z ∈ C,

где постоянная γ2 > 0 не зависит от z и f .

(iii) Если f ∈ (E ′
k,j ∩ C2m

)
(Rn) при некотором m ∈ Z+, то∣∣Fk

j (f)(z)
∣∣ � γ3(1 + |z|)−2m−k−n−1

2 er(f)|Im z|‖∆mf‖C(Rn), z ∈ C,

где постоянная γ3 > 0 не зависит от z и f .
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(iv) Если f ∈ (E ′
k,j ∩ C2m−1

)
(Rn) при некотором m ∈ N, то для любого

l ∈ {1, . . . , n} имеет место оценка

∣∣Fk
j (f)(z)

∣∣ � γ4(1 + |z|)−2m−k−n−3
2 er(f)|Im z|

n∑
l=1

∥∥∥∥ ∂

∂xl
∆m−1f

∥∥∥∥
C(Rn)

, z ∈ C,

где постоянная γ4 > 0 не зависит от z и f .

Доказательство. Обозначим K = supp f и q = ord f . Для δ > 0 положим
Kδ = {x + y ∈ Rn : x ∈ K, |y| ≤ δ}. Как известно (см. [10, формула (1.4.2)]),
существует функция χδ ∈ D(Kδ) такая, что χδ = 1 на Kδ/2 и |Dαχδ| < Cδ−|α|, где
α ∈ Zn+ и постоянная C не зависит от δ. Далее имеем∣∣Fk

j (f)(z)
∣∣ =

∣∣ 〈f, χδΦz,0,k,j

〉 ∣∣ ≤ c1
∑
|α|≤q

sup
∣∣Dα

(
χδΦz,0,k,j

)∣∣ .
Используя (17) и формулу Лейбница, получаем, что последнее выражение не пре-
восходит

c2e
(r(f)+δ)|Im z| ∑

|α|≤q
δ−|α|(1 + |z|)q−k−|α|.

Полагая δ = 1/(1 + |z|), отсюда получаем (i).
Докажем (ii). Согласно (14), имеем

Fk
j (f)(z) = 2

n
2
−1Γ

(n
2

)√
ωn−1

∫
K
f(x)Y k

j (x)
Jν(z|x|)
(z|x|)ν dx,

где ν = n
2 + k − 1. Переходя в последнем интеграле к полярным координатам и

используя (6), находим

Fk
j (f)(z) = 2

n
2
−1Γ

(n
2

)√
ωn−1

∫
Sn−1

Y k
j (σ)

∫ r(f)

0
ρ

n
2 f(ρσ)Jν(zρ)dρdω(σ)z1−n

2
−k =

= 2
n
2
−1Γ

(n
2

)√
ωn−1

(∫ r(f)

0
ρ

n
2 fk,j(ρ)Jν(zρ)dρ

)
z1−n

2
−k. (21)

Не ограничивая общности, можно считать, что число |z| является достаточно боль-
шим. Полагая

A =
∣∣∣∣∫ R

0
ρ

n
2 fk,l(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ , (22)

имеем

A ≤
∣∣∣∣∣
∫ R/

√
|z|

0
ρ

n
2 fk,l(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∫ R

R/
√

|z|
ρ

n
2 fk,l(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣∣ . (23)

Используя оценку (7), получаем

|fk,l(ρ)| ≤ γ1‖f‖L∞(BR), ρ ∈ (0, R) (24)
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где γ1 > 0 не зависит от f и ρ. Кроме того, при больших |z| и R/√|z| ≤ ρ ≤ R
из (13) имеем

|Jν(zρ)| ≤ γ2
eR|Im z|√
(1 + |z|)ρ . (25)

Из оценок (13), (23), (24) и (25) находим

A ≤ γ3‖f‖L∞(BR) e
R|Im z|

∫ R/
√

|z|

0
ρ

n
2 dρ+ γ4‖f‖L∞(BR)

eR|Im z|√
1 + |z|

∫ R

R/
√

|z|
ρ

n−1
2 dρ,

(26)
где постоянные γ3, γ4 > 0 не зависят от z и f . Из последнего неравенства и (21)
получаем утверждение (ii).

Далее, используя (22), с помощью интегрирования по частям, соотношения (10)
и формул дифференцирования функций Бесселя [6, часть 1, гл. 4] при z 	= 0
получаем

A =
∣∣∣∣1z

∫ R

0
ρ

n
2

(
f ′k,j(ρ) − k

fk,j(ρ)
ρ

)
Jν+1(zρ)dρ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ 1
z2

∫ R

0
ρ

n
2

(
f ′′k,j(ρ) + (n− 1)

f ′k,j(ρ)
ρ

− k(n + k − 2)
fk,j(ρ)
ρ2

)
Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ 1
z2

∫ R

0
ρ

n
2 (∆f)k,j(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ .
Повторяя этот процесс m раз, приходим к равенству

A =
∣∣∣∣ 1
z2m

∫ R

0
ρ

n
2 (∆mf)k,j(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ .
Как и выше, отсюда и из (21) получаем утверждение (iii).

Повторяя рассуждения из доказательства (iii), при z 	= 0 имеем равенства

A =
∣∣∣∣ 1
z2m−2

∫ R

0
ρ

n
2 (∆m−1f)k,j(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ 1
z2m−1

∫ R

0
ρ

n
2

((
∆m−1f

)′
k,j

(ρ) − k

ρ

(
∆m−1f

)
k,j

(ρ)
)
Jν+1(zρ)dρ

∣∣∣∣ . (27)

Далее, для l ∈ {1, . . . , n} имеем

∂

∂xl

((
∆m−1f

)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

)
= ρ−1

(
∆m−1f

)
k,j

(ρ)V (σ)+

+
((

∆m−1f
)′
k,j

(ρ) − k

ρ

(
∆m−1f

)
k,j

(ρ)
)
σlY

k
j (σ),
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где V (σ) = 0 при k = 0 и V (σ) = ρ1−k ∂
∂xl

(
Y k
j (x)

)
при k ≥ 1. Если k = 0, то,

очевидно, σlY k
j (σ) ∈ Hn,1. В случае k ≥ 1 получаем, что σlY k

j (σ) = V1(σ) + V2(σ),
где V1 ∈ Hn,k−1, V2 ∈ Hn,k+1 (см. [8, гл. 4]). Разлагая V2 по базису в пространстве
Hn,k+1, приходим к выводу, что существует p = p(l) ∈ {1, . . . , d(n, k + 1)} такое,
что при ρ ∈ (0, R) (

∆m−1f
)′
k,j

(ρ) − k

ρ

(
∆m−1f

)
k,j

(ρ) =

=
(
∂

∂xl

((
∆m−1f

)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

))
k+1,p

(ρ). (28)

Используя теперь оценку (24) находим, что при таких ρ∣∣∣∣ ∂∂xl
((

∆m−1f
)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

)∣∣∣∣ ≤ γ1

∥∥∥∥ ∂

∂xl

((
∆m−1f

)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

)∥∥∥∥
C(

•
BR)

,

где γ1 > 0 не зависит от f и ρ. Из этой оценки и равенств (8) и (9) заключаем, что∥∥∥∥ ∂

∂xl

((
∆m−1f

)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

)∥∥∥∥
C(

•
BR)

≤ γ2

n∑
l=1

∥∥∥∥ ∂

∂xl

(
∆m−1f

)∥∥∥∥
C(

•
BR)

,

где γ2 > 0 не зависит от f . Применяя (26), отсюда, из (21), (28) и второго равенства
в (27), получаем утверждение (iv). �

Следующая теорема уточняет соответствующий результат из работы [8].
Теорема 2. Пусть w – четная целая функция, удовлетворяющая условию

|w(z)| ≤ γ1(1 + |z|)γ2eR|Im z|, z ∈ C, (29)

где постоянные γ1 > 0, γ2 ∈ R, R ≥ 0 не зависят от z. Тогда существует
и единственно распределение f ∈ E ′

k,j(R
n) такое, что Fk

j (f) = w. Кроме того,
r(f) ≤ R и

ord f ≤ max {0, γ2 + k + n/2 + 1}. (30)

Доказательство. Пусть ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Cn. По неравенству Шварца∣∣∣∣Im√
ζ2
1 + · · · + ζ2

n

∣∣∣∣2 ≤
n∑

m=1

(Im ζm)2. (31)

Из условий (29), (31) и [10, теорема 7.3.1] следует, что существует и единственно
распределение f ∈ E ′(Rn) такое, что

f̂(ζ) = w

(√
ζ2
1 + · · · + ζ2

n

)
Y k
j (ζ), ζ ∈ Cn.
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Кроме того, f ∈ E ′
k,j(R

n) и r(f) ≤ R (см. (19), (29) и [2, теорема 3.1(ii)]). Дока-
жем оценку (30). Сначала рассмотрим случай, когда supp f = {0}. В этом случае
f = p

(
∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

)
δ0, где p – многочлен и δ0 – дельта-функция Дирака, сосре-

доточенная в нуле (см. [4, следствие 6.2(iii)])). Тогда степень многочлена p равна
порядку распределения f и не превосходит величины γ2+k согласно формуле (19).
Поэтому оценка (30) для данного случая очевидна и далее можно считать, что су-
ществует x0 ∈ (suppf)∩ (Rn\{0}). Отметим, что если 2(γ2 +k)+n < 0, то согласно
формуле (19) и оценке (29) распределение f принадлежит L2(Rn) и оценка (30)
выполнена. Поэтому далее будем предполагать, что 2(γ2 + k) + n > 0. Положим
d = 1+

[
1
2(γ2 + k + n

2 )
]
, тогда d ∈ N. Докажем, что при сделанных предположениях

целая функция w имеет бесконечно много нулей. Действительно, в противном слу-
чае из оценки (29) и теоремы Адамара о факторизации (см. [6, гл. 1.2]) следует, что
w(z) = eαzq(z) для некоторого многочлена q и некоторого α ∈ C. В силу четности
w отсюда заключаем, что w является четным многочленом, а это противоречит
предположению относительно носителя f (см. [4, следствие 6.2(iii)]). Следователь-
но, существует многочлен p степени d такой, что функция w(z)/p(−z2) является
целой. Это означает, что уравнение p(∆)F = f имеет решение F ∈ E ′

k,j(R
n) и при

этом Fk
j (f)(z) = Fk

j (F )(z)p(−z2). Из определения d и условия (29) получаем, что
F ∈ L2(Rn) (см. (19)) и тогда ord f ≤ 2d. �

Теорема 3. Пусть w – четная целая функция, удовлетворяющая (29) и пусть
f ∈ E ′

k,j(R
n) такое, что Fk

j (f) = w. Тогда, если γ2 < −n − k − l для некоторого
l ∈ Z+, то f ∈ (E ′

k,j ∩ C l)(Rn) и

f(x) =
(ωn−1)−1

2n−1 Γ2(n/2)

∫ ∞

0
λn+2k−1 Φλ,0,k,j(x)Fk

j (f)(λ) dλ. (32)

Доказательство. Пусть γ2 < −n − k, тогда f̂ ∈ (L1 ∩ L2)(Rn) согласно (20)
и (19). Поэтому f ∈ L2(Rn) и выполнена формула обращения

f(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

f̂(ζ) ei(x,ζ) dζ =

=
2n−1

ik πn/2 Γ(n/2)ωn−1

∫
Rn

Fk
j (f)

(√
ζ2
1 + · · · + ζ2

n

)
Y k
j (ζ) ei(x,ζ) dζ. (33)

Переходя в последнем интеграле к полярным координатам, получаем, что он равен∫ ∞

0
λn+2k−1 Fk

j (f)(λ)
∫

Sn−1

ei(x,λσ) Y k
j (σ) dω(σ) dλ.

Используя формулу Бохнера (см. [6, формула (1.5.29)]), отсюда и из (33) имеем
формулу (32). �

Для k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)} положим

conj
(E ′
k,j(R

n)
)

=
{
f ∈ E ′(Rn) : f ∈ E ′

k,j(R
n)
}
.
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Пусть T ∈ conj
(E ′
k,j(R

n)
)
. Согласно теореме Пэли–Винера–Шварца для одномер-

ного преобразования Фурье и теореме 1(i) существует и единственно распределение
Λk,j(T ) ∈ E ′

�(R
1) такое, что

Λ̂k,j(T )(z) = Fk
j (T )(z) =

〈
T,Φz,0,k,j

〉
, z ∈ C. (34)

Более того, отображение Λk,j : T → Λk,j(T ) является биекцией между простран-
ствами conj

(E ′
k,j(R

n)
)
и E ′

�(R
1). Рассмотрим основные свойства Λk,j.

Теорема 4. Выполнены следующие утверждения.

(i) ordΛk,j(T ) ≤ max {0, ord T − k + 1} и r(Λk,j(T )
)

= r(T ).

(ii) Если ordT < k − 1 − l для некоторого l ∈ Z+, то Λk,j(T ) ∈ C l�(R
1).

(iii) Если T ∈ (E ′
k,j ∩ Cm)(Rn) при некотором m ∈ Z+ и m + k + n−1

2 > 1, то
Λk,j(T ) ∈ C l�(R1) при l = m+ k − 1 +

[
n−1

2

]
.

Доказательство. Утверждение (i) следует из теоремы 1(i) и [4, теорема 6.3].
Далее, из теоремы 1(i) следует, что оценка (20) выполнена при γ2 = ordT − k.
Отсюда и из (34) получаем, что∣∣Λ̂k,j(T )(z)

∣∣ � γ1(1 + |z|)γ2er(T ) |Im z|, z ∈ C. (35)

При условиях утверждения (ii) имеем γ2 = −l − 1 и утверждение (ii) следует из
оценки (35). Утверждение (iii) доказывается аналогично, нужно лишь использо-
вать второе утверждение теоремы 1. �

Всюду в дальнейшем отображение Λ0,1 : E ′
�(R

n) → E ′
�(R

1) будет обозначаться
символом Λ.

4. Трансмутационные отображения. В этом разделе мы определим и изу-
чим трансмутационные операторы Ak,j : D′

k,j(BR) → D′
�(−R,R), которые позволя-

ют свести решение ряда проблем, связанных с оператором свертки в Rn, n ≥ 2, к
одномерному случаю.

Для f ∈ E ′
k,j(R

n) и ψ ∈ D(R1) положим

〈Ak,j(f), ψ〉 =
(ωn−1)−1

2n−2Γ2(n/2)

∫ ∞

0
λn+2k−1Fk

j (f)(λ)
∫

R1

ψ(t) cos(λt) dt dλ. (36)

Нетрудно убедиться, что Ak,j(f) ∈ D′
�(R

1). Рассмотрим основные свойства отобра-
жения f → Ak,j(f).

Пусть T ∈ E ′
�(R

n). Учитывая соотношение

Λ̂(T ) = T̃ ,

которое является следствием (34), и используя (18) и (36), получаем обобщенное
трансмутационное свойство

Ak,j(f ∗ T ) = Ak,j(f) ∗ Λ(T ), (37)
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выполненное для любых f ∈ E ′
k,j(R

n).

Лемма 1. Пусть m = N + k +
[
n+3

2

]
при некотором N ∈ Z. Тогда, если

f ∈ (E ′
k,j ∩ Cm)(Rn), то Ak,j(f) ∈ CN� (R1) и

Ak,j(f)(t) =
(ωn−1)−1

2n−2Γ2(n/2)

∫ ∞

0
λn+2k−1Fk

j (f)(λ) cos(λt) dλ. (38)

Доказательство. По теореме 1 (ii) имеем

λn+2k−1Fk
j (f)(λ) = O

(
λ

n−1
2

+k−m
)

при λ→ +∞. (39)

Далее, из определения m следует, что

n− 1
2

+ k −m = −N − 2 +
n− 1

2
−
[
n− 1

2

]
≤ −N − 3

2
.

Отсюда, из (39) и (36) получаем, что Ak,j(f) ∈ CN� (R1) и выполнено равенство (38).
�

Лемма 2. Пусть f ∈ E ′
k,j(R

n), r ∈ (0,+∞]. Тогда f = 0 на Br в том и только
том случае, когда Ak,j(f) = 0 на (−r, r).

Доказательство этой леммы содержится в работе [1].
Замечание. Положив в (37) T = ∆νδ0, находим

Ak,j(∆νf) = (Ak,j(f))(2ν) .

Таким образом, оператор Ak,j обладает трансмутационным свойством (см., напри-
мер, [11,формула (2.31)]).

Утверждение леммы 2 позволяет продолжить Ak,j на пространство D′
k,j(BR),

R ∈ (0,+∞], по формуле

〈Ak,j(f), ψ〉 = 〈Ak,j(fη), ψ〉, f ∈ D′
k,j(BR), ψ ∈ D(−R,R),

где η ∈ D�(BR) выбирается так, что η = 1 в Br0(ψ)+ε для некоторого ε ∈ (0, R−
−r0(ψ)). Тогда Ak,j(f) ∈ D′

�(−R,R) и Ak,j(f |Br) = Ak,j(f)|(−r,r) для всех r ∈ (0, R].
Теорема 5. При R ∈ (0,+∞] имеют место следующие утверждения.

(i) Если f ∈ D′
k,j(BR), T ∈ E ′

� (Rn) и r(T ) < R, то (37) выполнено на интервале
(r(T ) − R,R − r(T )). В частности, для Ak,j выполнено трансмутационное
свойство (см. замечание ).

(ii) Пусть f ∈ D′
k,j(BR), r ∈ (0, R]. Тогда f = 0 в Br в том и только том

случае, когда Ak,j(f) = 0 на (−r, r).
(iii) Отображение Ak,j устанавливает гомеоморфизм между пространствами

D′
k,j(BR) и D′

�(−R,R), а также между пространствами C∞
k,j(BR) и C∞

� (−R,R).
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(iv) Если λ ∈ C и µ ∈ Z+, то

Ak,j (Φλ,µ,k,j) = uλ,µ,

где

uλ,µ(t) =

⎧⎨⎩
1
2

(
(it)µeiλt + (−it)µe−iλt

)
, если λ 	= 0,

(−1)µt2µ, если λ = 0.

Доказательство. Утверждения (i) и (ii) следуют непосредственно из леммы 2
и определения оператора Ak,j на пространстве D′

k,j(BR). Доказательство утвер-
ждений (iii) и (iv) содержится, например, в [4]. �

Теорема 6. Пусть R ∈ (0,+∞], m = N + k +
[
n+3

2

]
, N ∈ Z+.

(i) Отображение Ak,j непрерывно из Cmk,j(BR) в CN� (−R,R).

(ii) Если все производные функции f ∈ Cmk,j(BR) порядка не выше m в точке
x = 0 равны нулю, то

Ak,j(f)(s)(0) = 0, s = 0, . . . , N.

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций fq ∈ Cmk,j(BR),
q = 1, 2, . . ., такую, что fq → 0 в Cm(BR). Зафиксируем r ∈ (0, R) и выберем
η ∈ D�(BR) такую, что η = 1 в Br+ε при некотором ε ∈ (0, R − r). Используя
лемму 1, имеем

Ak,j(fqη)(t) =
ω−1
n−1

2n−2Γ2(n/2)

∫ ∞

0
λn+2k−1Fk

j (fqη)(λ) cos(λt)dλ

при любом t ∈ R1. Отсюда при t ∈ [−r, r] и любом ν ∈ {0, . . . , N} находим

Ak,j(fq)(ν)(t) = Ak,j(fqη)(ν)(t) =

=
ω−1
n−1

2n−1Γ2(n/2)

∫ ∞

−∞
|λ|n+2k−1Fk

j (fqη)(|λ|)(iλ)νeiλtdλ. (40)

Полагая E = supp η, из (40) получаем

‖Ak,j(ηfq)‖CN ([−r,r]) ≤ c

∫ ∞

−∞
(1 + |λ|)n+2k−1+N

∣∣∣Fk
j (fqη)(|λ|)

∣∣∣ dλ,
где c > 0 не зависит от q. Используя оценку (40), отсюда имеем

‖Ak,j(fq)‖CN ([−r,r]) ≤ c1‖ηfq‖Cm(E),

где c1 > 0 не зависит от q. Из последнего неравенства видно, что

lim
q→+∞ ‖Ak,j(fq)‖CN ([−r,r]) = 0.
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Таким образом, Ak,j(fq) → 0 в CN(−R,R) и утверждение (i) доказано. Утвержде-
ние (ii) следует из (i) и теоремы 5(ii) с помощью [7, гл. 2, лемма 1.3]. �
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TO THE SPECTRAL THEORY OF VECTOR-VALUED
STURM–LIOUVILLE OPERATORS
WITH SUMMABLE POTENTIALS

The paper is devoted to the spectral theory of vector-valued Sturm–Liouville operators on the half-line
with a summable potential. It is shown that the positive spectrum is purely absolutely continuous and
of constant multiplicity. The negative spectrum is either finite or discrete with the only accumulation
point at zero. Our approach relies on the thorough investigation of the corresponding Weyl functions.
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1. Introduction. Differential operators with point interactions arise in various
physical applications as exactly solvable models that describe complicated physical
phenomena (numerous results as well as a comprehensive list of references may be
found in [4, 6, 16]). An important class of such operators is formed by the differential
operators with the coefficients having singular support on a disjoint set of points. The
most known example is the operator HX,α,q associated with the formal differential
expression

`X,α,q := − d2

dx2
+ q(x) +

∑

xn∈X

αnδ(x− xn). (1)

This operator describes a δ-interaction on a discrete set X = {xn}n∈I ⊂ R, and
the coefficients αn are called the strengths of the interaction at the point x = xn.
Investigation of this model was originated by Kronig and Penney [25] and Grossmann
et. al. [21] (see also [17]). In particular, the “Kronig–Penney model” (`X,α,q with X = Z,
αn ≡ α, and q ≡ 0) provides a simple model for a non-relativistic electron moving in a
fixed crystal lattice.

There are several ways to associate an operator with the expression `X,α,q. In
the following we will treat Hamiltonian (1) in the framework of extension theory of
symmetric operators.

The minimal symmetric operator HX,α,q is naturally associated with (1) in L2(R+).
Namely, define the operator H0

X,α,q by the differential expression

`q := − d2

dx2
+ q(x), x ∈ R+ = (0,∞), (2)

on the domain

dom(H0
X,α,q) =

{
f ∈ W 2,2

comp(R+ \X)
n ∈ Z+

:
f(0) = 0, f(xn+) = f(xn−)

f ′(xn+)− f ′(xn−) = αnf(xn)

}
. (3)
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Clearly, H0
X,α,q is symmetric and hence admits a closure HX,α,q. In general, the operator

HX,α,q is symmetric but not automatically self-adjoint, even in the case q ≡ 0. Note that
the Hamiltonian Hq := HX,0,q with α = {αn}n∈N = 0 is identified with the Dirichlet
realization of the expression (2) in L2(R+). We set

d∗ := inf
n

dn and d∗ := sup
n

dn, dn := xn − xn−1, x0 := 0.

Numerous works are devoted to the spectral analysis of the operators HX,α,q cf.
monographs [4, 6] and the review papers [16, 10, 13, 23]. Spectral analysis of an operator
means the characterization of continuous, absolute continuous and singular spectrum.
In the following we are interested in the spectral analysis of Hamiltonians of type HX,α,q

for the vector-valued case. For the scalar case there only a few results in this direction
known in the literature. Let us recall them.

Theorem 1.1. ([5, 22]). Let q(·) = q(·) ∈ L∞(R+) and let d∗ < ∞. Then
σac(HX,α,q) = σac(Hq) provided that

∞∑

n=1

|αn|
dn+1

< ∞. (4)

If in addition, q ∈ L1(R+), then σac(HX,α,q) = [0,∞).
For d∗ > 0 the result was established earlier by Mikhailets [27]. In this case

condition (4) turns into
∑∞

n=1 |αn| < ∞. The proof in [5] is based on the boundary
triplet approach to the extensions. Namely, it was shown that the resolvent difference
(HX,α,q − i)−1 − (HX,0,q − i)−1 is a trace class operator. Then the result is implied by
the Birman–Krein theorem generalizing the classical Kato–Rosenblum result (see [7,
Theorem 16.1], [3, Section 99]).

However Theorem 1.1 does not ensure absence of a singular part σs(HX,α,q) of the
spectrum σ(HX,α,q). It is well known that this problem requires a special analysis which
cannot be extracted from the Kato–Rosenblum theorem. Moreover, to the best of our
knowledge the pure absolute continuity of HX,α,q was established only in a few cases,
for instance by Crist and Stolz [29].

Theorem 1.2. ([29]). Let X = Z, i.e. xn = n. Then the following holds:
(i) if q(x) = 0 and either

∑0
n=−∞ |αn| < ∞ or

∑∞
n=1 |αn| < ∞, then the positive

part EHZ,α,0
(R+)HZ,α,0 of HZ,α,0 is purely absolutely continuous, i.e.

σ(HZ,α,0) ∩ [0, +∞) = σac(HZ,α,0) = [0, +∞) and σs(HZ,α,0) ∩ R+ = ∅;

(ii) if q(x) = x and
∑−1

n=−∞
|αn|√
|n| < ∞, then

σ(HZ,α,x) = σac(HZ,α,x) = R and σs(HZ,α,x) = ∅.

To prove this result the authors generalized the method of subordinacy originated
and developed by D. Gilbert and D. Pearson [18, 19] (see also [30]).
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The main object of our paper is vector-valued Sturm–Liouville differential expression
with a summable matrix potential Q(·) = Q∗(·) ∈ L1(R+,Cm×m)

LQ := − d2

dx2
+ Q(x). (5)

Note that the Hamiltonian HQ is identified with the Dirichlet realization of the
expression (5) considered in L2(R+,Cm). The main result of the paper consists in a
complete spectral analysis of the Hamiltonian HQ and reads as follows.

Theorem 1.3. The operator HQ is semi-bounded from below and its negative
spectrum is either finite or discrete with the only accumulation point at zero. Its non-
negative part is purely absolutely continuous, Hac

Q = HQEHQ
(R+) and NHac

Q
(λ) =

m, λ ∈ R+. In particular, σac(HQ) = [0,∞), σsc(HQ) = σpp(HQ) ∩ R+ = ∅, and
σpp(HQ) ∩ R− ⊆ Λ1 ∩ R−.

2. Preliminaries.
2.1. Boundary triplets and Weyl functions. Let us recall some basic facts

of the theory of abstract boundary triplets and the corresponding Weyl functions, cf.
[14, 15, 20].

The set C̃(H) of closed linear relations in H is the set of closed linear subspaces of
H ⊕ H. Recall that dom(Θ) =

{
f : {f, f ′} ∈ Θ

}
, ran(Θ) =

{
f ′ : {f, f ′} ∈ Θ

}
, and

mul(Θ) =
{
f ′ : {0, f ′} ∈ Θ

}
are the domain, the range, and the multivalued part of Θ.

A closed linear operator A in H is identified with its graph gr(A), so that the set C(H)
of closed linear operators in H is viewed as a subset of C̃(H). In particular, a linear
relation Θ is an operator if and only if mul(Θ) is trivial. We recall that the adjoint
relation Θ∗ ∈ C̃(H) of Θ ∈ C̃(H) is defined by

Θ∗ =
{(

h
h′

)
: (f ′, h)H = (f, h′)H for all

(
f
f ′

)
∈ Θ

}
.

A linear relation Θ is said to be symmetric if Θ ⊂ Θ∗ and self-adjoint if Θ = Θ∗.
For a symmetric linear relation Θ ⊆ Θ∗ in H the multivalued part mul(Θ) is

the orthogonal complement of dom(Θ) in H. Therefore setting Hop := dom(Θ) and
H∞ = mul(Θ), one arrives at the orthogonal decomposition Θ = Θop⊕Θ∞ where Θop is
a symmetric operator in Hop, the operator part of Θ, and Θ∞ =

{(
0
f ′

)
: f ′ ∈ mul(Θ)

}
,

a “pure” linear relation in H∞.
Let A be a densely defined closed symmetric operator in a separable Hilbert space

H with equal deficiency indices n±(A) = dim(N±i) ≤ ∞, where Nz := ker(A∗ − z) is
the defect subspace.

Definition 2.1. ([20]). A triplet Π = {H, Γ0,Γ1} is called a boundary triplet for the
adjoint operator A∗ if H is an auxiliary Hilbert space and Γ0, Γ1 : dom(A∗) → H are
linear mappings such that the abstract Green identity

(A∗f, g)H − (f, A∗g)H = (Γ1f, Γ0g)H − (Γ0f, Γ1g)H, f, g ∈ dom(A∗),
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holds and the mapping Γ :=
(

Γ0

Γ1

)
: dom(A∗) → H⊕H is surjective.

First, note that a boundary triplet for A∗ exists whenever the deficiency indices of
A are equal, n+(A) = n−(A). Moreover, n±(A) = dim(H) and

ker(Γ) = ker(Γ0) ∩ ker(Γ1) = dom(A).

Note also that Γ is a bounded mapping from H+ = dom(A∗) equipped with the
graph norm to H⊕H.

A boundary triplet for A∗ is not unique. Moreover, for any self-adjoint extension
Ã = Ã∗ of A there exists a boundary triplet Π = {H, Γ0, Γ1} such that ker(Γ0) =
= dom(Ã).

Definition 2.2. (i) A closed extension A′ of A is called a proper extension, if
A ⊂ A′ ⊂ A∗. The set of all proper extensions of A completed by the (non-proper)
extensions A and A∗ is denoted by ExtA.

(ii) Two proper extensions A′, A′′ of A are called disjoint if

dom(A′) ∩ dom(A′′) = dom(A)

and transversal if in addition

dom(A′) + dom(A′′) = dom(A∗).

Any self-adjoint extension Ã of A is proper, i.e. Ã ∈ ExtA. Fixing a boundary triplet
Π one can parametrize the set ExtA in the following way.

Proposition 2.3. ([15]). Let A be as above and let Π = {H, Γ0, Γ1} be a boundary
triplet for A∗. Then the mapping

ExtA 3 Ã → Γdom(Ã) = {{Γ0f, Γ1f} : f ∈ dom(Ã)} =: Θ ∈ C̃(H) (6)

establishes a bijective correspondence between the sets ExtA and C̃(H). We put AΘ := Ã
where Θ is defined by (6), i.e.

AΘ := A∗ ¹ Γ−1Θ = A∗ ¹
{
f ∈ dom(A∗) : {Γ0f, Γ1f} ∈ Θ

}
.

(i) AΘ is symmetric if and only if Θ is symmetric, i.e. Θ ⊆ Θ∗. In particular, AΘ

is self-adjoint if and only if Θ is self-adjoint, i.e. Θ = Θ∗. Moreover, n±(AΘ) = n±(Θ).
(ii) The extensions AΘ and A0 are disjoint (transversal) if and only if Θ is an

operator. In this case AΘ is given by

AΘ = A∗ ¹ ker(Γ1 −ΘΓ0). (7)

Moreover, the extensions AΘ and A0 are transversal if and only if Θ ∈ B(H).
The linear relation Θ (the operator B) in the correspondence (6) (resp. (7)) is

called the boundary relation (the boundary operator). We emphasize that for differential
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operators in contrast to the von Neumann extension theory the parametrization (6)–(7)
describes the set of proper extensions directly in terms of boundary conditions.

It follows immediately from Proposition 2.3 that the extensions

A0 := A∗ ¹ ker(Γ0) and A1 := A∗ ¹ ker(Γ1)

are self-adjoint. Clearly, Aj = AΘj , j ∈ {0, 1}, where the subspaces Θ0 := {0} × H
and Θ1 := H × {0} are self-adjoint relations in H. Note that Θ0 is a “pure” linear
relation.

In [14, 15] the concept of the classical Weyl–Titchmarsh m-function from the theory
of Sturm–Liouville operators was generalized to the case of symmetric operators with
equal deficiency indices. The role of abstract Weyl functions in the extension theory is
similar to that of the classical Weyl–Titchmarsh m-function in the spectral theory of
singular Sturm–Liouville operators.

Definition 2.4. ([14]). Let A be a densely defined closed symmetric operator in H

with equal deficiency indices and let Π = {H,Γ0, Γ1} be a boundary triplet for A∗. The
operator valued functions γ(·) : ρ(A0) → B(H, H) and M(·) : ρ(A0) → B(H) defined
by

γ(z) :=
(
Γ0 ¹ Nz

)−1 and M(z) := Γ1γ(z), z ∈ ρ(A0), (8)

are called the γ-field and theWeyl function, respectively, corresponding to the boundary
triplet Π.

The γ-field γ(·) and the Weyl function M(·) in (8) are well defined. Moreover, both
γ(·) and M(·) are holomorphic on ρ(A0) and the following relations hold (see [14])

γ(z) =
(
I + (z − ζ)(A0 − z)−1

)
γ(ζ), z, ζ ∈ ρ(A0), (9)

M(z)−M(ζ)∗ = (z − ζ)γ(ζ)∗γ(z), z, ζ ∈ ρ(A0). (10)

Identities (9) and (10) mean that γ(·) and M(·) are the γ-field and the Q-function of
the operator A0, respectively, in the sense of M. Krein (see [24]). It follows from (10)
that M(·) is an R[H]-function (or Nevanlinna function), i.e. M(·) is an (B(H)-valued)
holomorphic function on C \ R satisfying

Im z · ImM(z) ≥ 0, M(z)∗ = M(z), z ∈ C \ R.

Moreover, due to (10) M(·) ∈ Ru[H], i.e. it satisfies 0 ∈ ρ(ImM(i)).
It is well known that M(·) admits an integral representation (see, for instance, [2, 3])

M(z) = C0 +
∫

R

(
1

t− z
− t

1 + t2

)
dΣM (t), z ∈ ρ(A0), (11)

where ΣM (·) is an operator-valued Borel measure on R satisfying the conditions∫
R

1
1+t2

dΣM (t) ∈ B(H) and C0 = C∗
0 ∈ B(H). The integral in (11) is understood

in the strong sense. Note that a linear term C1z is missing in (11) since A is densely
defined (see [14]).
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Proposition 2.5. Let Π = {H, Γ0, Γ1} and Π̃ = {H, Γ̃0, Γ̃1} be two boundary
triplets for the operator A∗, let M(·) and M̃(·) be the corresponding Weyl functions,
and let Ã0 := A∗ ¹ ker(Γ̃0) and

J := i

(
0 −IH
IH 0

)
.

Then the following holds:
(i) there is JH-unitary operator X = (Xij)

2
i,j=1 ∈ B(H⊕H), i.e. X∗JX = J , such

that (
X11 X12

X21 X22

)(
Γ1

Γ0

)
=

(
Γ̃1

Γ̃0

)
. (12)

(ii) 0 ∈ ρ(X21M(z) + X22) for z ∈ ρ(Ã0). The Weyl functions M̃(·) and M(·) are
related by means of the linear fractional transformation

M̃(z) = X(M(z)) := (X11M(z) + X12)(X21M(z) + X22)−1, z ∈ ρ(Ã0).

Recall that a symmetric operator A in H is said to be simple if there is no non-trivial
subspace which reduces it to a self-adjoint operator. In other words, A is simple if it
does not admit an (orthogonal) decomposition A = A′ ⊕ S where A′ is a symmetric
operator and S is a self-adjoint operator acting on a nontrivial Hilbert space. It is
easily seen (and well-known) that A is simple if and only if the closed linear span of
{Nz(A) : z ∈ C \ R} coincides with H.

If A is simple, then the Weyl function M(·) determines the boundary triplet Π
uniquely up to the unitary equivalence (see [14]). In particular, M(·) contains the full
information about the spectral properties of A0. Moreover, the spectrum of a proper
(not necessarily self-adjoint) extension AΘ ∈ ExtA can be described by means of M(·)
and the boundary relation Θ.

Proposition 2.6. ([14, Theorem 2.2]). Let Π = {H, Γ0, Γ1} be a boundary triplet
for A∗ and let M(·) and γ(·) be the corresponding Weyl function and the γ-field. Then
for any Ã = AΘ ∈ ExtA with ρ(AΘ) 6= ∅ the following Krein type formula holds:

(AΘ − z)−1 − (A0 − z)−1 = γ(z)(Θ−M(z))−1γ∗(z), z ∈ ρ(A0) ∩ ρ(AΘ). (13)

Moreover, if A is simple, then for any z ∈ ρ(A0)

z ∈ σj(AΘ) ⇐⇒ 0 ∈ σj(Θ−M(z)), j = pp, c.

Formula (13) is a generalization of the known Krein formula for canonical resolvents
(cf. [3], [24]). It establishes a one-to-one correspondence between the set of proper
extensions Ã = AΘ with non-empty resolvent set and the set of linear relations Θ in
H. Note also that all quantities which enter into (13) are expressed in terms of the
boundary triplet Π (see formulas (7) and (8)) (cf. [14, 15]).
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2.2. Weyl function and spectrum. In the following we are going to characterize
the spectrum of the extension A0 in terms for the Weyl function. To this end let Φ(·)
be a scalar Nevanlinna function. Let Φ(z) be a holomorphic function in C+. In the
following by limz→Âx Φ(z) we mean that the limit limr↓0 Φ(x + reiθ), x ∈ R, exists
uniformly in θ ∈ [ε, π − ε] for each ε ∈ (0, π/2). Let us introduce the sets:

Ωs(Φ) := {x ∈ R : |Φ(z)| → +∞ as z →Â x},
Ωpp(Φ) := {x ∈ R : lim

z→Âx
(z − x)Φ(z) 6= 0},

Ωsc(Φ) := {x ∈ R : |Φ(z)| → +∞ and (z − x)Φ(z) → 0 as z →Â x},
Ωac(Φ) := {x ∈ R : 0 < ImΦ(x + i0) < +∞}, Φ(x + i0) = lim

y↓0
Φ(x + iy).

Any scalar R-function Φ(·) admits the representation

Φ(z) = C0 + C1z +
∫

R

(
1

t− z
− t

1 + t2

)
dµ(t), z ∈ C+, (14)

where C0, C1 ∈ R, C1 ≥ 0 and the Borel measure µ(·) obeys
∫

R

dµ(t)
1 + t2

< ∞.

The sets Ωs(Φ), Ωpp(Φ), Ωsc(Φ) and Ωac(Φ) are mutually disjoint and, moreover, are
singular, pure point, singular continuous and absolutely continuous supports of µ(·),
i.e.

µ(X ∩ Ωτ (Φ)) = µτ (X ), τ = s, pp, sc, ac,

for any Borel set X ⊆ R. Let X ⊆ R be a Borel set. The set

clac(X ) = {x ∈ R : mes((x− ε, x + ε) ∩X) > 0 ∀ε > 0}
is called the absolutely continuous closure of the set X. Obviously, the set clac(X ) is
always closed and one has clac(X ) ⊆ X . For the Borel measure µ we consider the
Lebesgue–Jordan decomposition µ = µs + µac, where µs and µac are the corresponding
singular and absolutely continuous measures, respectively. The supports of the measures
µs and µac are denoted by Ss(µ) and Sac(µ), respectively.

Lemma 2.7. ([9, Lemma 4.1]). Let Φ(·) be a scalar R-function which has the
representation (14). Then Sac(µ) = clac(Ωac(Φ)).

Let Π = {H, Γ0,Γ1} be a boundary triple of A∗ with Weyl function M(·). We set

Mh(z) := (M(z)h, h), z ∈ C±, h ∈ H, h 6= 0.

Further, let T = {hk}N
k=1, 1 ≤ N ≤ ∞, be a total set in H. We set

Ωs(M ; T ) := ∪N
k=1Ωs(Mhk

),

Ωpp(M ; T ) := ∪N
k=1Ωpp(Mhk

),

Ωsc(M ; T ) := ∪N
k=1Ωs(Mhk

) \ Ωpp(M ; T ),

Ωac(M ; T ) := ∪N
k=1Ωac(Mhk

) \ Ωs(M ; T ).
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Obviously, the sets Ωs(M ; T ) and Ωac(M ; T ) as well as the sets Ωpp(M ; T ), Ωsc(M ; T )
and Ωac(M ; T ) are mutually disjoint. We note that the sets Ωτ (M ; T ), τ = s, pp, sc,
have Lebesgue measure zero, i.e. mes(Ωτ (M ; T )) = 0, τ = s, pp, sc.

Theorem 2.8. ([9, Theorem 3.8]). Let A be a simple densely defined closed sym-
metric operator on a separable Hilbert space H with n+(A) = n−(A). Further, let
Π = {H,Γ0, Γ1} be a boundary triplet of A∗ with Weyl function M(·) and let EA0(·) be
the spectral measure of the self-adjoint extension A0 of A.

If T = {hk}N
k=1, 1 ≤ N ≤ +∞, is a total set in H, then the sets Ωs(M ; T ),

Ωpp(M ; T ), Ωsc(M ; T ) and Ωac(M ; T ) are singular, pure point, singular continuous
and absolutely continuous supports of EA0(·), respectively, i.e. we have

EA0(X ∩ Ωτ (M ; T )) = Eτ
A0

(X ), τ = s, pp, sc, ac,

for each Borel set X ⊆ R. In particular, it holds σpp(A0) = Ωpp(M ; T ) and στ (A0) ⊆
⊆ Ωτ (M ; T ) ⊆ σ(A0) for τ = s, sc, ac.

Proposition 2.9. ([9, Proposition 4.2]). Let A be a simple densely defined closed
symmetric operator on a separable Hilbert space H with n+(A) = n−(A). Further, let
Π = {H,Γ0, Γ1} be a boundary triplet of A∗ with Weyl function M(·).

If T = {hk}N
k=1, 1 ≤ N ≤ +∞, is a total set in H, then the absolutely continuous

spectrum of the self-adjoint extension A0 := A∗ ¹ ker(Γ0) of A is given by

σac(A0) = ∪N
k=1clac(Ωac(Mhk

)).

Theorem 2.10. ([9, Theorem 4.3]). Let A be a simple densely defined closed sym-
metric operator on a separable Hilbert space H with n+(A) = n−(A). Further, let
Π = {H,Γ0, Γ1} be a boundary triple of A∗ with Weyl function M(·).

If T = {hk}N
k=1, 1 ≤ N ≤ +∞, is a total set in H, then for the self-adjoint extension

A0 of A the following conclusions hold.
(i) The self-adjoint extension A0 of A has no point spectrum within the interval

(a, b), i.e. σpp(A0) ∩ (a, b) = ∅, if and only if for each k = 1, 2, ..., N one has

lim
y↓0

yMhk
(x + iy) = 0

for all x ∈ (a, b). In this case the following relation holds

σ(A0) ∩ (a, b) = σc(A0) ∩ (a, b)

=
(
∪N

k=1Ωsc(Mhk
) ∪ ∪N

k=1Ωac(Mhk
)
)
∩ (a, b).

(ii) The self-adjoint extension A0 of A has no singular continuous spectrum within
the interval (a, b), i.e. σsc(A0)∩ (a, b) = ∅, if for each k = 1, 2, ..., N the set Ωsc(Mhk

)∩
∩(a, b) is countable, in particular, if (a, b) \ Ωac(Mhk

) is countable.
(iii) The self-adjoint extension A0 of A has no absolutely continuous spectrum within

the interval (a, b), i.e. σac(A0) ∩ (a, b) = ∅, if and only if for each k = 1, 2, ..., N the
condition

Im(Mhk
(x + i0)) = 0
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holds for a.e. x ∈ (a, b). In this case we have

σ(A0) ∩ (a, b) = σs(A0) ∩ (a, b) = Ωs(M ; T ) ∩ (a, b).

2.3. Weyl function and spectral multiplicity. Let E(·) be an orthogonal
operator-valued measure defined on the Borel sets B(R) of R. With the measure E(·)
one associates a multiplicity function NE(·) which is defined on R, Borel measurable
and takes values N0 = {0, 1, . . .}, cf. [8, Section 7.4]. The multiplicity function is
important since together with the spectral type B(E), cf. [8, Section 7.3], it characterizes
the measure E(·) up to unitary equivalence. Every measure E(·) admits a unique
orthogonal decomposition E(·) = Es(·) ⊕ Eac(·) into a singular orthogonal operator
measure Es(·) and an absolutely continuous orthogonal operator measure Eac(·). An
orthogonal operator measure E(·) is called singular if there is a Borel set δ0 of Lebesgue
measure zero such that E(δ) = E(δ∩δ0) for any Borel set δ. A measure E(·) is absolutely
continuous if for any Borel set δ of Lebesgue measure zero one has E(δ) = 0. Obviously,
the measures Es(·) and Eac(·) admit also there multiplicity functions which are denoted
by NEs(·) and NEac(·). For a self-adjoint operator H we define the multiplicity function
NH(·) by NH(λ) := NEH

(λ), λ ∈ R, where EH(·) is the orthogonal spectral measure
which corresponds to the self-adjoint operator H. The unique decomposition EH(·) =
= Es

H(·)⊕Eac
H (·) yields a decomposition of H into a singular part Hs and an absolutely

continuous part Hac such that H = Hs ⊕Hac. We set

NHs(λ) := NEs
H

(λ) and NHac(λ) := NEac(λ), λ ∈ R.

Obviously we have NHs(λ) = NEHs (λ) and NHac(λ) = NEHac (λ) for λ ∈ R.
In the following we are interested in the multiplicity function NAac

0
(·) of the self-

adjoint extension A0 := A∗ ker(Γ0). It turns out that NAac
0

(·) can be computed by using
the Weyl function as follows: choosing D ∈ S2(H) such that

ker(D) = ker(D∗) = {0}

we introduce the sandwiched Weyl function MD(·),

(MD)(z) := D∗M(z)D, z ∈ C+.

It turns out that the limit

(MD)(t) := s-limy→+0M
D(t + iy)

exists for a.e. t ∈ R. We set

dMD(t) := dim(ran(Im(MD(t)))),

which is well-defined for a.e. t ∈ R.
Proposition 2.11. ([26, Proposition 3.2]). Let A be a simple densely defined

closed symmetric operator, let Π = {H, Γ0,Γ1} be a boundary triplet for A∗ and let
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M(·) be the corresponding Weyl function. Further, let EA0(·) be the spectral measure
of A0 = A∗ ¹ ker(Γ0). If D ∈ S2(H) and satisfies ker(D) = ker(D∗) = {0}, then
NAac

0
(t) = dMD(t) for a. e. t ∈ R and σac(A0) = clac(supp(dMD)) where supp(dMD) :=

:= {λ ∈ R : dMD(λ) > 0}.
If, in addition, the limit M(t) := s-limy→+0M(t + iy) exists for a.e. t ∈ R, then

NAac
0

(t) = dM (t) for a.e. t ∈ R and σac(A0) = clac(supp(dM )).
3. Weyl function for matrix Sturm–Liouville operator with integrable

potential matrix. Throughout this section we assume that Q(·) = Q(·)∗ ∈
∈ L1(R+,Cm×m), R+ = (0,∞). Note that self-adjointness of a potential matrix Q(·)
means that Q(x) = Q(x)∗ for a.e. x ∈ R+. Let us consider the Sturm–Liouville
differential expression

LQ(f(x)) := −d2f(x)
dx2

+ Q(x)f(x), f = (f1, ..., fm)T , x ∈ R+.

In this section we investigate the structure of the Weyl function of the Dirichlet
realization HD

Q of LQ as well as its limit representation. In particular, we show that the
positive part of each realization H̃Q of LQ is purely absolutely continuous. This fact
is well known in the scalar case (see [31, Chapter 5.3]). Moreover, it is known in the
matrix case whenever |Q| has a finite first moment (see [1, Chapter 4.1]). In the later
case each realization of LQ including the Dirichlet realization HD

Q has at most finitely
many negative eigenvalues.

Note also that several papers are devoted to the spectral theory of vector-valued
Sturm–Liouville operators. For instance, the high-energy asymptotics for Weyl–Titch-
marsh matrices associated with general matrix-valued Schrödinger operators on a half-
line was obtained in [11]. Several papers are also devoted to inverse problems. For
instance, an extension of Borg’s classical result from the class of periodic scalar potentials
to the class of reflectionless matrix-valued potentials was obtained in [12] (see also
references in [12]).

3.1. Asymptotic representations of solutions and special identities. We
are interested in matrix-valued solutions Y (x, z) of the equation

LQ(Y (x, z)) = zY (x, z), x ∈ R+, z ∈ C. (15)

Let C(x, z) and S(x, z) be the matrix-valued solutions of the equation (15) satisfying
the initial conditions

C(0, z) = S′(0, z) = Im and S(0, z) = C ′(0, z) = Om, z ∈ C. (16)

Lemma 3.1. Let Q(·) ∈ L1(R+,Cm×m) such that Q(x) = Q(x)∗ for a.e. x ∈ R+. For
any z = λ ∈ R+ the solutions S(x, λ) and C(x, λ) admit the representation

S(x, λ) = a1(λ) cos(x
√

λ) + a2(λ)
sin(x

√
λ)√

λ
+

1√
λ

om(1) as x →∞, (17)
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C(x, λ) = b1(λ) cos(x
√

λ) + b2(λ)
sin(x

√
λ)√

λ
+

1√
λ

om(1) as x →∞, (18)

where

a1(λ) = − 1√
λ

∞∫

0

sin(t
√

λ) Q(t) S(t, λ) dt,

a2(λ) = Im +

∞∫

0

cos(t
√

λ) Q(t) S(t, λ) dt,

(19)

and

b1(λ) = Im − 1√
λ

∞∫

0

sin(t
√

λ) Q(t) C(t, λ) dt,

b2(λ) =

∞∫

0

cos(t
√

λ)Q(t)C(t, λ) dt,

(20)

and om(1) denotes an m×m matrix with entries o(1).
Lemma 3.2. Let Q(·) = Q(·)∗ ∈ L1(R+,Cm×m). Let aj(·), bj(·), j ∈ {1, 2}, be

the matrix functions given by (19) and (20). Then the following relations hold:

a1(λ)b1(λ)∗ = b1(λ)a1(λ)∗, λ ∈ R+, (21)
a2(λ)b2(λ)∗ = b2(λ)a2(λ)∗, λ ∈ R+, (22)

a2(λ)b1(λ)∗ − b2(λ)a1(λ)∗ = b1(λ)a2(λ)∗ − a1(λ)b2(λ)∗, λ ∈ R+. (23)

Lemma 3.3. Let Q(·) = Q(·)∗ ∈ L1(R+,Cm×m). Let aj(·) and bj(·), j ∈ {1, 2},
be given by (19) and (20), respectively. Then the following holds:

a2(λ)b1(λ)∗ − b2(λ)a1(λ)∗ = b1(λ)a2(λ)∗ − a1(λ)b2(λ)∗ = Im, λ ∈ R+. (24)

Lemma 3.4. Let Q(·) = Q(·)∗ ∈ L1(R+,Cm×m). Let aj(·) and bj(·), j ∈ {1, 2},
be the matrix functions given by (19) and (20). Then the following relations hold:

b1(λ)∗a2(λ)− b2(λ)∗a1(λ) = Im, λ ∈ R+, (25)

b1(λ)∗b2(λ) = b2(λ)∗b1(λ), λ ∈ R+, (26)
a1(λ)∗a2(λ) = a2(λ)∗a1(λ), λ ∈ R+, (27)

3.2. Investigating of the Weyl function. Let Q(·) = Q(·)∗ ∈ L1(R+,Cm×m).
Denote by ACloc(R+) the set of locally absolutely continuous functions on R+, i.e.
f ∈ ACloc(R+) if f ∈ AC[0, b] for any b ∈ R+. We set

Af := LQ(f), x ∈ R+, f ∈ dom(A),
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dom(A) :=
{

f ∈ L2(R+,Cm) :
f, f ′ ∈ ACloc(R+,Cm),

LQ(f) ∈ L2(R+,Cm), f(0) = f ′(0) = 0

}
(28)

and note (see [3], [28]) that the operator A coincides with the minimal operator Hmin
Q

associated with expression LQ. The adjoint operator A∗ is given by

A∗f := LQ(f), x ∈ R+, f ∈ dom(A∗),

dom(A∗) :=
{

f ∈ L2(R+,Cm) :
f, f ′ ∈ ACloc(R+,Cm),
LQ(f) ∈ L2(R+,Cm)

}

and coincides with the maximal operator Hmax
Q associated with LQ (see [3], [28]). It is

important to note that the operator A is simple.
Lemma 3.5. Let Q(·) = Q(·)∗ ∈ L1(R+,Cm×m). Then a triplet Π = {H, Γ0, Γ1}

with

H = Cm, Γ0f = f(0), Γ1f = f ′(0), f = (f1, ..., fm)T ∈ dom(Hmax
Q ), (29)

is a boundary triplet for the operator A∗ = Hmax
Q .

Proposition 3.6. Let Q(·) = Q(·)∗ ∈ L1(R+,Cm×m) and let M(·) be the Weyl
function corresponding to the boundary triplet (29). Then the following holds:

(i) the matrix-valued functions N1(z),

N1(z) =
Im

2i
√

z
+

1
2i
√

z

∞∫

0

eit
√

zQ(t) S(t, z) dt, (30)

and

N2(z) =
Im

2
− 1

2i
√

z

∞∫

0

eit
√

zQ(t)C(t, z) dt, (31)

are both well defined for z ∈ Ĉ0 and continuous as well as holomorphic in C \ [0,∞).
(ii) the following relation holds:

N1(z)M(z) = N2(z), z ∈ C+. (32)

Lemma 3.7. Let Q(·) = Q(·)∗ ∈ L1(R+,Cm×m). Let also N1(·) and N2(·) be the
functions given by (30) and (31), respectively. Then the following holds.

(i) The non-tangential limits

N1(λ) = lim
z→Âλ

N1(z) = −1
2
a1(λ)− ia2(λ)

2
√

λ
,

N2(λ) = lim
z→Âλ

N2(z) =
1
2
b1(λ) +

ib2(λ)
2
√

λ
,

(33)

exist and are invertible for any λ ∈ R+.
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(ii) For each bounded interval [a, b] ⊆ R+ there is a rectangle R(a, b, ε) := [a, b]×
×[0, ε], ε > 0, such that N1(·)−1 and N2(·)−1 exist and are continuous in R(a, b, ε). In
particular, it holds that

lim
z→Âλ

N1(z)−1 = N1(λ)−1, lim
z→Âλ

N2(z)−1 = N2(λ)−1 (34)

for λ ∈ R+.
(iii) For each λ ∈ R− := (−∞, 0) one has

N1(λ) = lim
z→Âλ

N1(z) = − Im

2
√
|λ| −

1
2
√
|λ|

∞∫

0

e−
√
|λ|tQ(t) S(t, λ) dt,

N2(λ) = lim
z→Âλ

N2(z) =
Im

2
+

1
2
√
|λ|

∞∫

0

e−
√
|λ|tQ(t) C(t, λ) dt.

(35)

Theorem 3.8. Let Q(·) = Q(·)∗ ∈ L1(R+,Cm×m). Further, let HQ be the Dirichlet
realization of (15) and let M(·) be the Weyl function corresponding to the boundary
triplet (29). Then the following holds.

(i) The non-tangential boundary values M(λ + i0) := limz→Âλ M(z) exist for each
λ ∈ R+ and

M(λ + i0) = N1(λ)−1N2(λ) =

= −
(√

λa1(λ) + ia2(λ)
)−1 (√

λb1(λ) + ib2(λ)
)

, λ ∈ R+.
(36)

In particular, one has

Im(M(λ + i0)) =
1

4
√

λ
(N1(λ)∗N1(λ))−1 =

=
√

λ (λa1(λ)∗a1(λ) + a2(λ)∗a2(λ))−1 , λ ∈ R+.

(37)

(ii) The determinant d1(z) = det(N1(z)) is holomorphic in C \ [0,∞) and the set
of its zeros Λ1 is discrete. The Weyl function admits the representation

M(z) = N1(z)−1N2(z), z ∈ C \ Λ1. (38)

(iii) The corresponding spectral measure ΣM (·) (see (11)) on R+ is given by

ΣM (t) =
1
π

t∫

0

√
λ (λ a1(λ)∗a1(λ) + a2(λ)∗a2(λ))−1 dλ =

=
1
4π

t∫

0

1√
λ

(N1(λ)∗N1(λ))−1 dλ.

(39)
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In particular, ΣM (·) is absolutely continuous with continuous density dΣM (λ)/dλ,
λ ∈ R+, of maximal rank.

(iv) The operator HQ is semi-bounded from below and its negative spectrum is either
finite or discrete with the only accumulation point at zero. Its non-negative part is purely
absolutely continuous, Hac

Q = HQEHQ
(R+) and NHac

Q
(λ) = m, λ ∈ R+. In particular,

σac(HQ) = [0,∞), σsc(HQ) = σpp(HQ) ∩ R+ = ∅, and σpp(HQ) ∩ R− ⊆ Λ1 ∩ R−.
Corollary 3.9. Let Q(·) = Q(·)∗ ∈ L1(R+,Cm×m) and let Ã = Ã∗ be any self-

adjoint extension of A. Let also Π̃ = {H, Γ̃0, Γ̃1} be a boundary triplet for A∗ such that
Ã = A∗ ¹ ker(Γ̃0) and let M̃(·) be the corresponding Weyl function.

(i) The limit M̃(λ + i0) := limz→Âλ M̃(z) exists for any λ ∈ R+ and M̃I(λ + i0)
is positively definite. Moreover, the corresponding spectral measure Σ

M̃
admits the

representation

Σ
M̃

(t) =
1
π

t∫

0

(
M(λ)∗X∗

21 + X∗
22

)−1
MI(λ)(X21M(λ) + X22)−1 dλ, t > 0. (40)

(ii) The operators E
Ã
(R+)Ã and EHQ

(R+)HQ are unitarily equivalent and, hence
Ãac = ÃE

Ã
(R+) and N

Ãac(λ) = m, λ ∈ R+. Moreover, σac(Ã) = [0,∞) and σsc(Ã) =
= σpp(Ã) ∩ R+ = ∅.

The operator Ã is semi-bounded from below and its negative spectrum is either finite
or discrete with the only accumulation point at zero.

Remark 3.10. Theorem 3.8 generalizes the classical Titchmarsh’s result (see [31,
Chapter 5]) to the case of Sturm-Liouville operator with a matrix-valued summable
potential and coincides with it in the scalar case (m = 1).

Remark 3.11. If a potential matrix Q has a finite first moment,
∫
R+

x |Q(x)| dx < ∞,

then the positive part EHQ
(R+)HQ of LD

Q is purely absolutely continuous of constant
multiplicity m. Moreover in this case σp(HQ) = σp(HQ)∩R− is finite (see [1, Theorem
2.1.1]).
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К спектральной теории векторнозначных операторов Штурма–Лиувилля с сумми-
руемыми потенциалами.

Настоящая статья посвящена изучению спектра векторнозначных операторовШтурма–Лиувилля
на полуоси с суммируемым потенциалом. Показано, что положительный спектр является чисто
абсолютно непрерывным постоянной кратности. Отрицательный спектр является или конечным
или дискретным с точкой накопления в нуле. Наш подход основан на исследовании соответству-
ющих функций Вейля.

Ключевые слова: векторнозначный оператор Штурма–Лиувилля, спектр, абсолютно и син-
гулярно непрерывный спектр, собственные значения, граничные тройки, функция Вейля.
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A CLASS OF WEIGHTED HÖLDER SPACES
FOR PARABOLIC MODELS OF MATHEMATICAL PHYSICS I.
SOME AUXILIARY PROPERTIES

The present paper is devoted to studying of some weighted Hölder spaces. These spaces are designed
in the way to serve as a framework for studying different statements for the thin film equations in
weighted classes of smooth functions in the multidimensional setting. These spaces can serve also for
considering of other equations with the degeneration on the boundary of the domain of definition. In
the present paper we prove some useful auxiliary facts about such spaces.
Keywords: weighted Hölder spaces, interpolation inequalities, degenerate parabolic equations.

1. Introduction. The present paper is the second part of an investigation of the
thin film equations with free boundary in classes of smooth functions (see [1] for the first

part). This paper is devoted to studying of some weighted Hölder spaces C
m+γ, m+γ

m
n,ωγ .

Here m+γ is the order of smoothness, n is the order of a power weight, ωγ also regulates
the weighted behavior of functions and their Hölder constants – see (5)–(15) below
for the exact definitions. The aim to introduce these spaces is to obtain appropriate
functional framework for studying in classes of smooth functions parabolic and elliptic
equations with the degeneration at the boundary of the domain of definition. These
equations are, for example, the thin film equations and the porous medium equation.

In the case of the porous medium equation spaces C
m+γ, m+γ

m
n,ωγ were actually previously

used (with another notation) in [2, 3] for the case m = 2, n = 1 and in [4, 5] with m = 2,
n ∈ (0, 1). The author is not aware of definitions or applications of such spaces to higher
order equations like the thin film equations. An application to the multidimensional
thin film equation in classes of smooth functions will be given in the forthcoming paper
– see the preprint version in [6]. Note that the literature on the subject of the thin film
equations is very numerous but almost all results with sufficient regularity are devoted
to the case of one spatial variable. As a possible target for an application of the spaces

C
m+γ, m+γ

m
n,ωγ we only mention the papers [8]–[22].

The spaces C
m+γ, m+γ

m
n,ωγ arise at the considering of the thin film equations in the

following way. Let us explain this on the example for the thin film equation in the case
of partial wetting (see, for example, [8] for the accurate statement). Consider the thin
film equation of fourth order for an unknown function h(x, t) (compare [1])

∂h

∂t
+∇ (hn∇∆h− β∇h) = f(x, t) in Ω(t), (1)
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where n > 0 is fixed, Ω(t) is a domain which depends on t. Consider also partial wetting
conditions at ∂Ω(t)

h|∂Ω(t) = 0,
∂h

∂−→n

∣∣∣∣
∂Ω(t)

= 1 (2)

and an initial condition
h(x, 0) = w(x). (3)

From (2) it follows that we must have for h(x)

h(x, t) ∼ d = d(x, t) = dist(x, ∂Ω(t)). (4)

If we are going to consider equations (1) in classes of Hölder functions we have to
consider f(x, t) in (1) from some (may be weighted) Hölder class. This leads to the
consideration of ∇(dn∇∆u) from the same weighted Hölder class. In our definition

below this will be the class C
4+γ, 4+γ

4

n,(n/4)γ , where the fourth derivatives from h are smooth

with the weight d(x, t)n. A detailed example of an application of the classes C
m+γ, m+γ

m
n,ωγ

to degenerate PDE is given in [6], where it is proved that problem (1)–(3) has the

unique solution fromC
4+γ, 4+γ

4

n,(n/4)γ .

Note that in the case of elliptic equations more simple weighted Hölder classes with
unweighted Hölder constants can be used – [26, 27]. The reason is that in the elliptic
case no agreement between smoothness in x-variables and t-variable is needed.

Let us turn now to exact definitions.
Denote H = {x = (x′, xN ) ∈ RN : xN > 0}, Q = {(x, t) : x ∈ H,−∞ < t < ∞}.

And we note at once that all the reasoning and statement below are valid in evident
way also for Q+ = {(x, t) : x ∈ H, t ≥ 0} instead of Q. Let m be a positive integer and
let n be a positive number, n < m. Denote

ω = n/m < 1.

Let Cγ
ωγ(H), γ ∈ (0, 1), be the weighted Hölder space of continuous functions u(x)

with the finite norm

|u|(γ)

ωγ,H
≡ ‖u‖Cγ

ωγ(H) ≡ |u|(0)

H
+ 〈u〉(γ)

ωγ,H
, (5)

where

|u|(0)

H
= max

x∈H
|u(x)|, 〈u〉(γ)

ωγ,H
= sup

x,x∈H

(x∗N )ωγ |u(x)− u(x)|
|x− x|γ , x∗N = max{xN , xN}. (6)

Thus 〈u〉(γ)

ωγ,H
represents a weighted Hölder constant of the function u(x). We suppose

that

n < m, if n is a noninteger, (1− ω)γ = γ
(
1− n

m

)
< min({n}, 1− {n}), (7)
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where for a real number a, {a} is the fractional part of a, [a] is the integer part of a.
This assumption is technical and it allows us, for example, to consider the functions
xn−j

N as elements of Cγ
ωγ(H) for all integer j < n.

Remark 1. Note that in [2]–[4], [22] another definition of the same space Cγ
ωγ(H)

is used. This definition is based on the notion of the Carnot–Carathéodory metric
relevant to the corresponding degenerate differential operator. In terms of the Carnot–
Carathéodory metric seminorm (6) is equivalent to

〈u〉(γ)

ωγ,H
' sup

x,x∈H

|u(x)− u(x)|
s(x, x)γ

,

where the Carnot–Carathéodory distance is defined as

s(x, x) =
|x− x|

|x− x|ω + xω
N + xω

N

.

In the case of m = 2, n ∈ (0, 1) this was proved in [5] and the general case is quite
similar but one should also take into account Proposition 5 below. We use definition
(6) for the following reason. The estimates of solutions from [2], [4], [3] for the second
order equations are heavily based on the maximum principle arguments. In the case
of higher order equations such arguments are impossible. Instead, we use some scaling
arguments on the base of ideas from [7]. And it is more convenient to us to apply scaling
arguments to seminorm (6).

In the similar way we define the Hölder seminorms with respect to each variable
separately

〈u〉(γ)

ωγ,xi,H
= sup

x,x∈H

(x∗N )ωγ |u(x)− u(x)|
hγ

, x∗N = max{xN , xN}, i = 1, N, (8)

where x = (x1, ...xi, ..., xN ), x = (x1, ...xi + h, ..., xN ), h > 0.
In the standard way we denote by 〈u〉(γ)

xi,H
, 〈u〉(γ)

x′,H
, and 〈u〉(γ)

x,H
usual unweighted

Hölder seminorms with respect to each variable separately, with respect to
x′ = (x1, ..., xN−1) or with respect to all x-variables.

Define a weighted Hölder space Cm+γ
n,ωγ (H) as the space of continuous functions u(x)

with the finite norm
|u|(m+γ)

n,ωγ,H
≡ ‖u‖Cm+γ

n,ωγ (H) =

= |u|(0)

H
+

∑

0<|α|<m−n

|Dα
xu|γ

H
+

j≤n∑

j=0

∑

|α|=m−j,
αN 6=m−n

|xn−j
N Dαu|(γ)

ωγ,H
. (9)

Here α = (α1, ..., αN ) is a multiindex, |α| = α1 + ... + αN , Dαu = Dα1
x1

... DαN
xN

u . Note

that we do not include in the definition of the norm the term |Dm−n
xN

u|(γ)

ωγ,H
in the case

of an integer n. The reason is that this term is finite only in the case of the special
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behaviour of xn
NDm

xN
u → 0 at xN → 0. This issue will be explained below. For the

spaces with the finite term |Dm−n
xN

u|(γ)

ωγ,H
in the case of an integer n we use the notation

with cap. That is the space Ĉm+γ
n,ωγ (H) is the space with the finite norm

|̂u|(m+γ)

n,ωγ,H ≡ ‖u‖
Ĉm+γ

n,ωγ (H)
=

= |u|(0)

H
+

∑

0<|α|<m−n

|Dα
xu|γ

H
+

j≤n∑

j=0

∑

|α|=m−j

|xn−j
N Dαu|(γ)

ωγ,H
. (10)

We will show below that the norm (9) is equivalent to the norm

|̃u|(m+γ)

n,ωγ,H = |u|(0)

H
+

N∑

i=1

〈
xn

NDm
xi

u
〉(γ)

ωγ,xi,H
(11)

and the norm (10) in the case of an integer n is equivalent to the norm

̂̃|u|
(m+γ)

n,ωγ,H = |u|(0)

H
+

〈
Dm−n

xN
u
〉(γ)

ωγ,xN ,H
+

N∑

i=1

〈
xn

NDm
xi

u
〉(γ)

ωγ,xi,H
. (12)

Note that norms (11) and (12) contains only «pure» seminorms
〈
xn

NDm
xi

u
〉(γ)

ωγ,xi,H
of

«pure» derivatives Dm
xi

u with respect to each of the independent variables separately.
This fact is analogous to the case of unweighted spaces and it is very important for us.
This permits, under the considering of a solution to equation (1) to study only these
«pure» seminorms (see also Remark 3). The proof is in fact given in Theorem 2 below.

We also consider a space C
γ, γ

m
ωγ (Q) of functions u(x, t) with the finite norm

|u|(γ)

ωγ,Q
≡ ‖u‖

C
γ,γ/m
ωγ (Q)

≡ |u|(0)

Q
+ 〈u〉(γ,γ/m)

ωγ,Q
, (13)

where
〈u〉(γ,γ/m)

ωγ,Q
≡ 〈u〉(γ)

ωγ,x,Q
+ 〈u〉(γ/m)

t,Q
,

〈u〉(γ)

ωγ,x,Q
≡ sup

x,x∈Q

(x∗N )ωγ |u(x, t)− u(x, t)|
|x− x|γ , x∗N = max{xN , xN}, (14)

and 〈u〉(γ/m)

t,Q
is the usual Hölder constant of u over Q with respect to t with the exponent

γ/m.

Analogously to (9), (10) we consider the space C
m+γ, m+γ

m
n,ωγ (Q) with the finite norm

|u|(m+γ)

n,ωγ,Q
≡ ‖u‖

C
m+γ,

m+γ
m

n,ωγ (Q)
=

= |u|(0)

Q
+

∑

0<|α|<m−n

|Dα
xu|γ

Q
+

j≤n∑

j=0

∑

|α|=m−j,
αN 6=m−n

|xn−j
N Dα

xu|(γ)

ωγ,Q
+ |Dtu|(γ)

ωγ,Q
, (15)

and the space Ĉ
m+γ, m+γ

m
n,ωγ (Q) with the finite norm

|̂u|(m+γ)

n,ωγ,Q ≡ ‖u‖
Ĉ

m+γ,
m+γ

m
n,ωγ (Q)

=
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= |u|(0)

Q
+

∑

0<|α|<m−n

|Dα
xu|γ

Q
+

j≤n∑

j=0

∑

|α|=m−j

|xn−j
N Dα

xu|(γ)

ωγ,Q
+ |Dtu|(γ)

ωγ,Q
. (16)

And again we will show that the norm (15) is equivalent to the norm

|̃u|(m+γ)

n,ωγ,Q = |u|(0)

Q
+

N∑

i=1

〈
xn

NDm
xi

u
〉(γ)

ωγ,xi,Q
+ 〈Dtu〉(γ/m)

t,Q
(17)

and the norm (16) in the case of an integer n is equivalent to the norm

˜̂|u|
(m+γ)

n,ωγ,Q = |u|(0)

Q
+

〈
Dm−n

xN
u
〉(γ)

ωγ,xN ,Q
+

N∑

i=1

〈
xn

NDm
xi

u
〉(γ)

ωγ,xi,Q
+ 〈Dtu〉(γ/m)

t,Q
. (18)

Namely, we have the following estimate which is one of the main results of the
present paper.

Recall that 〈Dtu〉(γ/m)

t,Q
is the usual Hölder constant of Dtu over Q with respect only

to t with the exponent γ/m and
〈
xn

NDm
xi

u
〉(γ)

ωγ,xi,Q
is the weighted Hölder constants of

the «pure» derivatives xn
NDm

xi
u with respect only to the corresponding variables xi with

the same index i, i = 1, N . That is

〈
xn

NDm
xi

u
〉(γ)

ωγ,xi,Q
≡ sup

(x,t),(x,t)∈Q

(x∗N )ωγ |u(x, t)− u(x, t)|
|xi − xi|γ , x∗N = max{xN , xN},

where sup is taken over x = (x1, ..., xi, ...xN ), x = (x1, ..., xi, ...xN ).
Theorem 2. Let u(x, t) be continuous in Q and the right hand side in (19) below

is finite. Then for some C = C(N, γ,m, n)

〈u〉(m+γ, m+γ
m

)

n,ωγ,Q
≡

j≤n∑

j=0

∑

|α|=m−j

〈
xn−j

N Dα
xu

〉(γ,γ/m)

ωγ,Q
+

j≤n∑

j=0

∑

|α|=m−j

〈
xn−jω

N Dα
xu

〉( γ+j
m

)

t,Q
+

+ 〈Dtu〉(γ,γ/m)

ωγ,Q
+

j≤m−n∑

j=0

∑

|α|=[m−n+(1−ω)γ]−j

〈
Dα

x′D
j
xN

u
〉({m−n+(1−ω)γ})
x′,Q +

+
j≤m−n∑

j=0

∑

|α|=[m−n+γ]−j

〈
Dα

x′D
j
xN

u
〉({m−n+γ})
ωγ,x′,Q +

+
j≤m−n∑

j=1

∑

|α|=j

〈Dα
xu〉(1−

j
m−n

+ γ
m

)

t,Q
≤ C

(
N∑

i=1

〈
xn

NDm
xi

u
〉(γ)

ωγ,xi,Q
+ 〈Dtu〉(γ/m)

t,Q

)
, (19)

where, [a] and {a} are the integer and the fractional parts of a real number a correspondingly
and in the left hand side of (19) included only those terms that are finite.
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Moreover
xn−j

N Dα
xu(x, t) → 0, xN → 0, 0 ≤ j < n,

α = (α1, ..., αN ), |α| = m− j, αN < m− j. (20)

If u(x) is continuous in H and the right hand side in (21) below is finite then for
some C = C(N, γ, m, n)

〈u〉(m+γ)

n,ωγ,H
≡

j≤n∑

j=0

∑

|α|=m−j

〈
xn−j

N Dα
xu

〉(γ)

ωγ,H
+

j≤m−n∑

j=0

∑

|α|=[m−n+γ]−j

〈
Dα

x′D
j
xN

u
〉({m−n+γ})
ωγ,x′,Q +

+
j≤m−n∑

j=0

∑

|α|=[m−n+(1−ω)γ]−j

〈
Dα

x′D
j
xN

u
〉({m−n+(1−ω)γ})
x′,H ≤ C

N∑

i=1

〈
xn

NDm
xi

u
〉(γ)

ωγ,xi,H
. (21)

and in the left hand side of (21) included only those terms that are finite. Moreover,

xn−j
N Dα

xu(x) → 0, xN → 0, 0 ≤ j < n,

α = (α1, ..., αN ), |α| = m− j, αN < m− j. (22)

Note that Theorem 2 is an analog for weighted Hölder spaces of well known properties
of standard Hölder spaces and it will be proved in subsequent parts of our investigations.
We are going to use these known properties so we formulate them in the next section.

Let us stress that the assumption that the terms in the left hand side of (19),
(21) are finite is essential. Consider in {(x1, x2) : x2 ≥ 0} for m = 2 the function
u(x) = x2

1x
2−n
2 , where n ∈ [0, 1). For this function the right hand side of (21) is zero

but the Hölder seminorms of the mixed derivative xn
2D2

x1x2
u in the left hand side are

infinite.
Remark 3. Note that such properties of the spaces C

m+γ, m+γ
m

n,ωγ (Q) as their traces
and interpolation inequalities for mixed seminorms are fundamentally important for
applications to boundary value problems for degenerate PDE. For example, in [6] we
suggest the following approach to obtaining Schauder’s estimates for such PDE as an
adaptation to the degenerate case of the ideas from [7]. Applying some scaling arguments
to a model problem in a half-space, we should first obtain the estimates of "pure" highest
seminorm of a solution with respect to only tangent to the boundary of the domain
variables. Then we move in an equation all the tangent derivatives in the right hand
side and reduce the situation to an ordinary equation with respect to the normal variable
xN . The estimate of the right hand side of this equation goes on the base of interpolation.

2. Some useful assertions about weighted spaces of smooth functions. Let
M be a positive integer. In the space RM we use standard Hölder spaces C l(RM ),
where l = (l1, l2, ..., lM ), li are arbitrary positive non-integers. The norm in such spaces
is defined by

‖u‖
Cl(RM )

≡ |u|(l)
RM = |u|(0)

RM +
M∑

i=1

〈u〉(li)
xi,RM , (23)
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〈u〉(li)
xi,RM = sup

x∈RM ,h>0

∣∣∣D[li]
xi u(x1, ..., xi + h, ..., xM )−D

[li]
xi u(x)

∣∣∣
hli−[li]

, (24)

where [li] is the integer part of the number li, D
[li]
xi u is the derivative of order [li] with

respect to the variable xi of a function u.
Proposition 4. Seminorm (24) can be equivalently defined by ([28]–[30])

〈u〉(li)
xi,RM ' sup

x∈RM ,h>0

∣∣∣∆k
h,xi

u(x)
∣∣∣

hli
, k > li, (25)

where ∆h,xi
u(x) = u(x1, ..., xi + h, ..., xN ) − u(x) is the difference from a function

u(x) with respect to the variable xi with a step h, ∆k
h,xi

u(x) = ∆h,xi

(
∆k−1

h,xi
u(x)

)
=

= (∆h,xi)
k u(x) is the difference of power k.

The same is also valid not only for the whole space RM but also for it’s subsets
of the form RM ∩ {xi1 , xi2 , ..., xiK ≥ 0} with K ≤ M . Note that below we prove an
analogous statement for weighted spaces.

It is known that functions from the space C l(RM ) have also mixed derivatives up
to definite orders and all derivatives are Hölder continuous with respect to all variables
with some exponents in accordance with ratios between the exponents li. Namely, if
k = (k1, ..., kM ) with nonnegative integers ki, ki ≤ [li], and

ω = 1−
N∑

i=1

ki

li
> 0, (26)

then (see for example [29] )

Dk
xu(x) ∈ Cd(RM ), ‖Dk

xu‖
Cd(RM )

≤ C‖u‖
Cl(RM )

, (27)

where
d = (d1, ..., dM ), di = ωli. (28)

Moreover, relation (27) is valid not only for RM but for any domain Ω ⊂ RM with
sufficiently smooth boundary and we have

‖Dk
xu‖

Cd(Ω)
≤ C‖u‖

Cl(Ω)
. (29)

For special domains of the form Ω+ = RM ∩ {xi1 , xi2 , ..., xiK ≥ 0} we have even more
strong inequality just for seminorms

∑

k

M∑

i=1

〈
Dk

xu
〉(di)

xi,Ω+

≤ C
M∑

i=1

〈u〉(li)
xi,Ω+

. (30)

Here the sum is taken over all k with the property (26) and di are defined in (28).
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The analog of this estimate for an arbitrary smooth domain Ω (including bounded
domains) is

∑

k

M∑

i=1

〈
Dk

xu
〉(d̂i)

xi,Ω
≤ C

(
M∑

i=1

〈u〉(li)
xi,Ω

+ |u|(0)

Ω

)
(31)

with arbitrary d̂i ≤ di. Note that inequalities (19) and (21) are in fact a particular
cases of (30) for weighted spaces.

It turns out that the weighted space Cγ
ωγ(H) is embedded into the usual space

Cγ−ωγ(H). Namely, we have the following assertion.
Proposition 5. Let a function u(x) ∈ Cγ

ωγ(H). Then u(x) is continuous in H and

〈u〉(γ−ωγ)

x,H
≤ C 〈u〉(γ)

ωγ,x,H
. (32)

Proof. We consider the Hölder property with the exponent γ − ωγ of the function
u(x) with respect to the variable xN and with respect to the variables x′ separately.

Consider the ratio with h > 0

Ah ≡ |u(x′, xN + h)− u(x′, xN )|
hγ−ωγ

= hωγ |u(x′, xN + h)− u(x′, xN )|
hγ

≤

≤ (xN + h)ωγ |u(x′, xN + h)− u(x′, xN )|
hγ

≤ 〈u〉(γ)

ωγ,x,H
.

Thus it is proved that at least on open set H

〈u〉(γ−ωγ)
xN ,H ≤ 〈u〉(γ)

ωγ,xN ,H
. (33)

Let now h = (h1, ..., hN−1). Consider the expression

Ah ≡ |u(x′ + h, xN )− u(x′, xN )|
|h|γ−ωγ

.

If |h| ≤ xN/2 we can write

Ah = |h|ωγ |u(x′ + h, xN )− u(x′, xN )|
|h|γ ≤

≤ Cxωγ
N

|u(x′ + h, xN )− u(x′, xN )|
|h|γ ≤ C 〈u〉(γ)

ωγ,x′,H
. (34)

If now |h| > xN/2, then we estimate Ah as

Ah ≤ |u(x′ + h, xN )− u(x′ + h, xN + 2|h|)|
|h|γ +

+
|u(x′ + h, xN + 2|h|)− u(x′, xN + 2|h|)|

|h|γ−ωγ
+
|u(x′, xN + 2|h|)− u(x′, xN )|

|h|γ−ωγ
≡

3∑

i=1

Ii.
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The estimates for I1 and I3 follow from (33) and the estimate for I2 follows from (34)
because in this case |h| ≤ (xN + 2|h|)/2. Thus in this case

Ah ≤ C(〈u〉(γ)

ωγ,xN ,H
+ 〈u〉(γ)

ωγ,x′,H
) ≤ C 〈u〉(γ)

ωγ,x,H
.

Consequently, it is proved that on open set H

〈u〉(γ−ωγ)
x′,H ≤ C 〈u〉(γ)

ωγ,x,H
. (35)

From (33) and (35) it follows that

〈u〉(γ−ωγ)
x,H ≤ C 〈u〉(γ)

ωγ,x,H
.

This means that u(x) has a finite limit as xN → 0 and consequently can be defined at
xN = 0 as a continuous function with (32). Thus the proposition follows.

We need also the analog of relation (5) for weighted seminorm.
Proposition 6. Let l = m + γ > 0 be noninteger, m = [l], γ ∈ (0, 1), and let a

function u(y) ∈ C l
ωγ([0,∞)), ω ∈ (0, 1), in the sense that

〈
Dm

y u
〉(γ)

ωγ,y
= sup

y,h>0
(y + h)ωγ

|Dm
y u(y + h)−Dm

y u(y)|
hγ

< ∞. (36)

Then for any integer k > l

〈
Dm

y u
〉(γ)

ωγ,y
≤ Ck sup

y,h>0
yωγ |∆k

hu(y)|
hl

≡ Ck 〈〈u〉〉(l)(k)
ωγ,y , (37)

where ∆k
hu(y) is the k-th difference with the step h, ∆1

hu(y) = ∆hu(y) = u(y+h)−u(y),
∆k

hu(y) = ∆h(∆k−1
h u(y)). Note that the inverse inequality to (37) is evident because of

the mean value theorem.
Proof. The idea of the proof is taken from [31] and demonstrates also the main idea

of the proof of Theorem 2. Let ε ∈ (0, 1) be fixed and will be chosen later. To prove
(37) we represent

〈
Dm

y u
〉(γ)

ωγ,y
as

〈
Dm

y u
〉(γ)

ωγ,y
≤ sup

y,h≥εy
(y + h)ωγ

|Dm
y u(y + h)−Dm

y u(y)|
hγ

+

+ sup
y,0<h<εy

(y + h)ωγ
|Dm

y u(y + h)−Dm
y u(y)|

hγ
≡ 〈

Dm
y u

〉(γ)(ε+)

ωγ,y
+

〈
Dm

y u
〉(γ)(ε−)

ωγ,y
. (38)

We are going to consider the two cases for the relation between
〈
Dm

y u
〉(γ)(ε+)

ωγ,y
and

〈
Dm

y u
〉(γ)(ε−)

ωγ,y
.

Suppose first that 〈
Dm

y u
〉(γ)(ε−)

ωγ,y
≤ 〈

Dm
y u

〉(γ)(ε+)

ωγ,y
, (39)
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and consequently

〈
Dm

y u
〉(γ)(ε+)

ωγ,y
≤ 〈

Dm
y u

〉(γ)

ωγ,y
≤ 2

〈
Dm

y u
〉(γ)(ε+)

ωγ,y
. (40)

We prove that in this case

〈
Dm

y u
〉(γ)(ε+)

ωγ,y
≤ Cε,k sup

y,h>0
yωγ |∆k

hu(y)|
hl

. (41)

The proof is by contradiction. Suppose that (41) is not valid. Then for any positive
integer p there exists a function up(y) ∈ C l

ωγ([0,∞)) with

sup
y,h≥εy

(y + h)ωγ
|Dm

y up(y + h)−Dm
y up(y)|

hγ
≥ p sup

y,h>0
yωγ |∆k

hup(y)|
hl

. (42)

Consider the functions
wp(y) =

up(y)
〈
Dm

y up

〉(γ)

ωγ,y

. (43)

For such functions we have by the definition and by (42), (40)

〈
Dm

y wp

〉(γ)

ωγ,y
= 1, sup

y,h≥εy
(y + h)ωγ

|Dm
y wp(y + h)−Dm

y wp(y)|
hγ

≥ 1
2
, (44)

sup
y,h>0

yωγ |∆k
hwp(y)|
hl

≤ 1
p
. (45)

It follows from the second relation in (44) that there exist sequences {yp} ⊂ [0,∞) and
{hp} ⊂ (0,∞) with

(yp + hp)ωγ
|Dm

y wp(yp + hp)−Dm
y wp(yp)|

hγ
p

≥ 1
4
. (46)

Now we apply the scaling arguments. Define the sequence of scaled functions {vp(z)},

z ∈ [0,∞),
vp(z) ≡ h−m−(1−ω)γ

p wp(zhp). (47)

It follows from this definition and from (44)–(46) that

〈Dm
z vp〉(γ)

ωγ,z = 1, sup
z,h>0

zωγ |∆k
hvp(z)|
hl

≤ 1
p
, (48)

(zn + 1)ωγ |Dm
z vp(zp + 1)−Dm

z vp(zp)| ≥ 1
4
, (49)
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where zp = yp/hp. Let now P
(p)
m (z) be the Taylor polynomial of the degree m for the

function vp(z) at the point, for example, z = 1. Since Dm
z P

(p)
m (z) = const and k > m

in (48), we have for the functions rp(z) = vp(z)− P
(p)
m (z)

〈Dm
z rp〉(γ)

ωγ,z = 1, sup
z,h>0

zωγ |∆k
hrp(z)|
hl

≤ 1
p
, (50)

(zp + 1)ωγ |Dm
z rp(zp + 1)−Dm

z rp(zp)| ≥ 1
4
. (51)

From Proposition 5, the first relation in (48), and from the fact that Dirp(1) = 0,
i = 0, m, it follows that

‖rp‖Cm+(1−ω)γ(K) ≤ C(K) = CRm, (52)

where K is a compact set in [0,∞), K ⊆ [0, R], R > 0. From this and the Arzela
theorem we conclude that (at least for a subsequence) Dirp(z), i = 0,m, uniformly
converge on compact sets K to some function r(z) and it’s derivatives

Dirp(z) ⇒K Dir(z), i = 0,m. (53)

This, together with the first relation in (50), in particular, gives

〈Dm
z r〉(γ)

ωγ,z + 〈Dm
z r〉((1−ω)γ)

z ≤ 1. (54)

Let now z, h > 0 be fixed. From (50) it follows that

zωγ |∆k
hrp(z)| ≤ 1

p
hl

and letting p →∞ we obtain ∆k
hr(z) = 0. As z and h are arbitrary we conclude that

∆k
hr(z) ≡ 0, z, h > 0,

and consequently r(z) is a polynomial of degree not greater than k − 1. Moreover
Dmr(z) is not a constant because of (51). Indeed, consider the sequence {zp}. Since
we are considering A1(ε) with the condition h ≥ εy, we have 0 ≤ zp = yp/hp ≤ 1/ε.
Therefore for a subsequence zp → z0, n →∞. Then it follows from (51) and (53) that

(z0 + 1)ωγ |Dm
z r(z0 + 1)−Dm

z r(z0)| ≥ 1
4

that is Dmr(z) is not a constant polynomial. But this fact contradicts to (54) since a non
constant polynomial can not have finite seminorms as those in (54). This contradiction
shows that (41) is valid with some constant Cε,k and in this case we have also (37) with
such Cε,k by virtue of (40).
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Suppose now that
〈
Dm

y u
〉(γ)(ε+)

ωγ,y
≤ 〈

Dm
y u

〉(γ)(ε−)

ωγ,y
. In this case we have instead of

(40) 〈
Dm

y u
〉(γ)(ε−)

ωγ,y
≤ 〈

Dm
y u

〉(γ)

ωγ,y
≤ 2

〈
Dm

y u
〉(γ)(ε−)

ωγ,y
. (55)

We prove in this case the estimate

〈
Dm

y u
〉(γ)(ε−)

ωγ,y
≤ Cε,k sup

y,h>0
yωγ |∆k

hu(y)|
hl

+ Ckε
1−γ

〈
Dm

y u
〉(γ)

ωγ,y
, (56)

where Ck does not depend on ε ∈ (0, 1/(8k)). We apply some local considerations
around arbitrary point in [0,∞). Let y0 > 0 and 0 < h < εy0 be fixed. Let
B = [y0/4, 7y0/4] be a ball with center in y0 and of radius 3y0/4. Denote by
η(y) ∈ C∞([0,∞)) a smooth function with the properties

η(y) ≡ 1, |y − y0| ≤ 1
4
y0, η(y) ≡ 0, |y − y0| ≥ 1

2
y0, |Ds

yη(y)| ≤ Csy
−s
0 . (57)

Without loss of generality we can assume that

Di
yu(y0) = 0, i = 0, 1, ..., m. (58)

If it is not the case we can consider u(y) = u(y) − P
(m)
y0 (y) instead of u(y), where

P
(m)
y0 (y) is the Taylor polynomial of u(y) of power m at the point y0. It is possible

because ∆hDm
y u(y) ≡ ∆hDm

y u(y) and ∆k
hu(y) ≡ ∆k

hu(y). Denote also v(y) = u(y) η(y).

Keeping in mind the definition of
〈
Dm

y u
〉(γ)(ε−)

ωγ,y
, we have by virtue of the properties of

η in (57) and h < εy0 < y0/4

A
(y0,h)
2 (ε) ≡ (y0 + h)ωγ

|Dm
y u(y0 + h)−Dm

y u(y0)|
hγ

=

= (y0 + h)ωγ
|Dm

y v(y0 + h)−Dm
y v(y0)|

hγ
≡ (y0 + h)ωγ ·A. (59)

Note that the truncated function v(y) = u(y) η(y) ∈ Cm+γ([0,∞)), that is to the usual
space without a weight. Thus by (25) we have (l = m + γ)

A ≤ C sup
y,h>0

|∆k
hv(y)|
hl

. (60)

The ratio in the right hand side of this inequality has the form

∆k
hv(y)
hl

=
∆k

h (u(y) η(y))
hl

=
k∑

i=0

Ci
∆i

hu(y(u)
i )∆k−i

h η(y(η)
i )

hl
=

=
∆k

hu(y)
hl

η(y(η)
k ) +

k−1∑

i=0

Ci
∆i

hu(y(u)
i )∆k−i

h η(y(η)
i )

hl
≡ Ik +

k−1∑

i=0

Ii, (61)
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where y
(u)
i = y + nih, y

(η)
i = y + mih, and ni ≤ k, mi ≤ k, Ci ≤ C(k) are some

integers. Evidently, by virtue of (57)

|Ik| ≤ sup
y∈B,h>0

|∆k
hu(y)|
hl

. (62)

Let us estimate expressions Ii in (61). First, it follows from (57) and the mean value
theorem that

|∆k−i
h η(y(η)

i )| ≤ Ckh
k−iy

−(k−i)
0 . (63)

Besides, as it follows from (58),

|Di
yu(y)| ≤ C|y − y0|m+γ−i

〈
Dm

y u
〉(γ)

B
, y ∈ B, i = 0, m.

Since ε < 1/(8k) is sufficiently small and h < εy0, it follows from the last inequality
and the mean value theorem that

|∆i
hu(y(u)

i )| ≤ Ck





hiym+γ−i
0

〈
Dm

y u
〉(γ)

B
, i ≤ m,

hm+γ
〈
Dm

y u
〉(γ)

B
, m < i ≤ k − 1.

(64)

From (63) and (64) we have (h < εy0)

|Ii| ≤ Ckh
−lhk−iy

−(k−i)
0 hiym+γ−i

0

〈
Dm

y u
〉(γ)

B
=

= Ckh
(k−l)y

−(k−l)
0

〈
Dm

y u
〉(γ)

B
≤ Ckε

(k−l)
〈
Dm

y u
〉(γ)

B
, i ≤ m, (65)

and
|Ii| ≤ Ckh

−lhk−iy
−(k−i)
0 hm+γ

〈
Dm

y u
〉(γ)

B
=

= Ckh
k−iy

−(k−i)
0

〈
Dm

y u
〉(γ)

B
≤ Ckε

(k−i)
〈
Dm

y u
〉(γ)

B
, m < i ≤ k − 1. (66)

From (59)–(62), (65), and (66) it follows that the expression A
(y0,h)
2 (ε) in (59) is

estimated as follows

A
(y0,h)
2 (ε) ≤ Ck(y0 + h)ωγ sup

y∈B,h>0

|∆k
hu(y)|
hl

+ Ckε
1−γ(y0 + h)ωγ

〈
Dm

y u
〉(γ)

B
.

Since h ≤ εy0 and on the ball B we have y0/4 ≤ y ≤ 7y0/4, we infer

A
(y0,h)
2 (ε) ≤ Ck sup

y∈B,h>0
yωγ |∆k

hu(y)|
hl

+ Ckε
1−γ

〈
Dm

y u
〉(γ)

ωγ,y,B
.

As the point y0 is arbitrary, we obtain (56).
Combining now estimates (41) and (56), we obtain with ε < 1/8k

〈
Dm

y u
〉(γ)

ωγ,y
≤ Cε,k sup

y,h>0
yωγ |∆k

hu(y)|
hl

+ Ckε
1−γ

〈
Dm

y u
〉(γ)

ωγ,y
.
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Choosing now ε in the last term sufficiently small and absorbing this term in the left
hand side, we arrive at the assertion of the proposition.

As a corollary we have the following assertion.
Proposition 7. Let a function u(x) be defined in H and

〈u〉(γ)

ωγ,x,H
≡ sup

x,h∈H

(xN + hN )ωγ |u(x + h)− u(x)|∣∣h∣∣γ < ∞, γ ∈ (0, 1).

Then for any integer k ≥ 1 there is a constant C
(i)
k = C(i)(k, N, γ, ω), i = 1, 2, with

〈u〉(γ)

ωγ,x,H
≤ C

(1)
k sup

x,h∈H

xN
ωγ
|∆k

h
u(x)|∣∣h∣∣γ ≡ C

(1)
k 〈〈u〉〉(γ)(k)

ωγ,x,H
(67)

and
〈〈u〉〉(γ)(k)

ωγ,x,H
≤ C

(2)
k 〈u〉(γ)

ωγ,x,H
. (68)

Proof. We prove only (67) because (68) can be checked directly.
It is enough to verify the weighted Hölder property with respect to x′ = (x1, ..., xN−1)

and xN separately. Let first x′ be fixed and h = (0, ..., 0, h), h > 0. Then

(xN + hN )ωγ |u(x + h)− u(x)|∣∣h∣∣γ =

= (xN + hN )ωγ |u(x′, xN + h)− u(x′, xN )|
hγ

≤ C
(1)
k 〈〈u〉〉(γ)(k)

ωγ,x,H
(69)

by Proposition 6. Let now xN be fixed and h = (h1, ..., hN−1, 0) = (h′, 0) with hN = 0.
Then

(xN + hN )ωγ |u(x + h)− u(x)|∣∣h∣∣γ = xωγ
N

(
|u(x′ + h′, xN )− u(x′, xN )|∣∣h∣∣γ

)
≤

≤ xωγ
N sup

x′,h′

|∆k
h′u(x′, xN )|
|h′|γ = sup

x′,h′
xωγ

N

|∆k
h′u(x′, xN )|
|h′|γ ≤ C

(1)
k 〈〈u〉〉(γ)(k)

ωγ,x,H
(70)

by (25). The assertion of the proposition follows now from (69) and (70).
Corollary 8. The seminorms

〈u〉(γ)

ωγ,H
= sup

x,x∈H

(x∗N )ωγ |u(x)− u(x)|
|x− x|γ ,

with x∗N = max{xN , xN} and

〈̂u〉(γ)

ωγ,H = sup
x,x∈H

(x̂N )ωγ |u(x)− u(x)|
|x− x|γ ,

with x̂N = min{xN , xN} are equivalent.
For the proof of this corollary it is enough to choose k = 1 in (67).
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С.П. Дегтярев
Весовые пространства Гельдера для параболических моделей математической физи-
ки I. Некоторые вспомогательные свойства.

Настоящая статья посвящена изучению некоторых весовых пространств Гельдера. Эти простран-
ства сконструированы таким образом, чтобы служить классами корректности для уравнений тон-
ких пленок в их многомерной постановке в классах гладких функций. Эти пространства могут
служить также гладкими классами корректности для других моделей математической физики
с вырождением на границе области определения. В данной статье мы приводим доказательства
некоторых полезных свойств этих пространств.

Ключевые слова: весовые пространства Гельдера, интерполяционные неравенства, вырож-
дающиеся параболические уравнения.
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РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО
УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИСДРОБНЫМОПЕРАТОРОМ
ЛАПЛАСА В ГЕЛЬДЕРОВСКИХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ

В работе рассматривается начальная задача для обобщенного уравнения теплопроводности с
дробным оператором Лапласа. Целью данной работы является исследование модельной задачи с
нулевыми начальными данными. Общий случай может быть сведен к данной модельной задаче.
Ключевые слова: дробное уравнение теплопроводности, пространства Гельдера, мультипли-
катор.

1. Введение. В последние годы возник значительный интерес к дифферен-
циальным уравнениям с дробными производными благодаря их приложениям в
моделях хаотической динамики, аномальной диффузии, аномальной теплопровод-
ности, распространения волн в пористых средах, а также во многих других обла-
стях. В монографии [1] встречаются, например, такие уравнения:

Dα
t u(t, x) = ∆u(t, x), t > 0, x ∈ Rn, α > 0,

где ∆ – оператор Лапласа. Задача Коши для этого уравнения представляет дроб-
ную модель субдиффузионных процессов в случае 0 < α < 1, и процессы, проме-
жуточные между диффузией и распространением волн, в случае 1 < α < 2

∂u(t, x)
∂t

= Dβ
0 u(t, x), t > 0, x ∈ Rn, β > 0,

где Dβ
0 f(x) := 1

dn,l(β)

∫
Rn

∆l
yf(x)

|y|n+α dy (0 < α < l, l – целое положительное число,

∆l
y – конечная разность порядка l по y) – дробная производная по x. Это уравнение

моделирует процессы перехода, возникающие в различных прикладных науках. В
одномерном случае при условии 0 < β 6 2 это уравнение описывает симметриче-
ские диффузионные процессы Леви–Феллера.

Стоит также упомянуть о системе Навье–Стокса. В статье [4] рассматривается
начальная задача для обобщенных уравнений Навье–Стокса:





∂tu + (−∆)αu + u · Ou + Op = 0,

O · u = 0,

u(x, 0) = u0(x),

где α > 1/2, (x, t) ∈ R3 × (0;∞), u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) – неизвест-
ные функции, p(x, t) – неизвестная скалярная функция и u0(x) – данная вектор-
значная функция, удовлетворяющая условию свободной дивергенции O · u0 = 0.
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Разрешимость задачи Коши для обобщенного уравнения теплопроводности ...

Все больше внимания привлекает задача

∂u

∂t
+ (−∆)su = f

u(x, 0) = ϕ(x)



 . (∗)

Например, такая задача рассматривается в [2], [3] при следующих допущени-
ях: ϕ – непрерывна в Rn, f непрерывна в Rn × (0;∞) и u 2s-раз непрерывно
дифференцируема в Rn × (0;∞) и непрерывна в Rn × (0;∞).
В статье [3] изучается существование , единственность, начальные следы, а также
априорные оценки и регулярность решений дробного уравнения теплопроводности
с нулевой правой частью. При этом ставится ограничение в виде неотрицательно-
сти решений. В конце статьи также упоминается уравнение с ненулевой правой
частью, где f ∈ L1(Rn × (0, T )).

В статье [6] доказывается единственность решения задачи (∗) с нулевой правой
частью при условии, что начальные данные имеют медленный рост на бесконеч-
ности.

2. Постановка задачи и основной результат. Рассмотрим задачу Коши
такого вида:

∂u

∂t
+ (−∆)su = f

u(x, 0) = ϕ(x)



 , (1)

где
f(x, t) ∈ Hα, α

2s , ϕ(x) ∈ H2s+α, (2)

α ∈ (0, 1), s > 0, max (α, α
2s) < 1, ∆ – оператор Лапласа.

Мы используем следующие обозначения:
Hα и Hα, α

2s – пространства Гёльдера. Более подробно:
Hα – банахово пространство непрерывных функций с конечной нормой

|u|(α) =< u >(α) +|u|(0),

где

< u >
(α)
Ω = sup

x, x′ ∈ Ω
|x− x′| 6 1

|u(x)− u(x′)|
|x− x′|α , 0 < α < 1,

|u|(0)
Ω = max

Ω
|u|, Ω− область в Rn.

Hα, α
2s – банахово пространство непрерывных функций с конечной нормой

|u|(α, α
2s

) =< u >(α)
x + < u >

( α
2s

)
t +|u|(0),

где

< u >
(α)
x,QT

= sup
(x, t), (x′, t) ∈ QT

|x− x′| 6 1

|u(x, t)− u(x′, t)|
|x− x′|α , 0 < α < 1
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< u >
(α)
t,QT

= sup
(x, t), (x′, t) ∈ QT

|t− t′| 6 1

|u(x, t)− u(x, t′)|
|t− t′|α , 0 < α < 1,

|u|(0)
QT

= max
QT

|u|,

QT − цилиндр Ω× (0, T ), T – некоторое число.

|u|(2s+α, 2s+α
2s

) = |u|(2s+α) = |ut|(α, α
2s

) + |(−∆)su|(α, α
2s

) + |u|(0).

Дробную степень оператора Лапласа ∆ = ∂2

∂x2
1

+ · · · + ∂2

∂x2
n
в евклидовом про-

странстве Rn называют также дробной производной Рисса. Ее можно определить
следующим образом:

(−∆)αu := F−1[|ξ|2αF [u](ξ)](x) = C(n, α)
∫

Rn

u(x)− u(y)
|x− y|n+2α

dy,

где F [u] = ũ = C(n)
∫

Rn

u(x, t)e−ixξdx – преобразование Фурье по x.

В нашей работе мы покажем, что задача (1) имеет единственное решение из
класса H2s+α, 2s+α

2s , причем справедливо неравенство

|u|(2s+α, 2s+α
2s

)

Rn×(0,T ) 6 CT

(
|f |(α, α

2s
)

Rn
+

+ |ϕ|(2s+α)
Rn

)
(3)

для любого T > 0, причем константа CT зависит от T . Здесь и ниже
Rn+1

+ = Rn × (0;∞)
В данной статье мы ограничимся модельным случаем u(x, 0) = 0, f(x, 0) = 0.

В силу уравнения системы (1) ∂u
∂t (x, 0) = 0.

Имеем следующую задачу Коши:

∂u

∂t
+ (−∆)su = f

u(x, 0) = 0



 . (4)

f ∈ C∞(Rn+1), финитная в Rn+1 (по t в смысле:
f обращается в нуль при t > 2T ) и удовлетворяет условию (2). (5)

Сформулируем теперь основной результат.
Теорема 1. Пусть α ∈ (0, 1), s > 0, max(α, α

2s) < 1. Тогда для любых f , удо-
влетворяющих условию (5) задача (1) имеет единственное решение u ∈ H2s+α, 2s+α

2s ,
причем

|u|(2s+α, 2s+α
2s

)

Rn×(0,T ) 6 C|f |(α, α
2s

)

Rn+1
+

(6)

с постоянной C, не зависящей от f .
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3. Доказательство Теоремы 1.
Доказательство. Обозначим Rn+1

+ = Rn×(0, +∞). Продолжим функции u(x, t)
и f(x, t) нулем в области t < 0 и совершим в (4) преобразование Фурье по x и по
t. Уравнение (4) приобретет вид:

iλũ + |ξ|2sũ = f̃ ,

где

f̃(ξ, p) = C(n)
∫

Rn+1

f(x, t)e−ixξ−itλdxdt.

Отсюда,

ũ =
f̃

iλ + |ξ|2s
. (7)

Решение (4) существует, так как u = F−1[ũ] = F−1[ f̃
iλ+|ξ|2s ] =

=
∫

Rn+1

f̃
iλ+|ξ|2s eixξ+itλdξdλ и последний интеграл конечен из-за условий (5).

Решение (4), также, удовлетворяет следующему неравенству:

|u(x, t)| 6 A(t) + B|x|2s−σ ∀(x, t) ∈ Rn × [0, +∞], (∗∗)
где A(t) = c(ν +

√
t) такая, что: lim

t→∞
A(t)

t = 0, c > 1, B, σ > 0.

Для доказательства единственности решения (4) мы будем опираться на Тео-
рему 3.6 [6]. Для этого необходимо, чтобы функция u удовлетворяла
Определениям 3.1 и 3.2 [6].

Сначала покажем, что u(x, t) ∈ C(Rn+1
+ ). Преобразование Фурье финитной

функции – функция аналитическая ([7], с. 158), которая с необходимостью явля-
ется непрерывной: f̃ ∈ C(Rn+1). Значит f̃(ξ,λ)

iλ+|ξ|2s eixξ+itλ ∈ C(Rn+1 × Rn+1). Так
как f – финитна, то она абсолютно интегрируема в Rn+1, откуда следует, что
f̃(y) → 0 при |y| → ∞ ([8], с. 403). Поэтому f̃(ξ,λ)

iλ+|ξ|2s монотонна и стремится к нулю
при |(ξ, λ)| → ∞;

µ2∫
µ1

η2∫
η1

eixξ+itλdξdλ ограничена как функция переменных µ1, µ2, η1, η2 и x, t на мно-

жестве Rn+1×Rn+1. На основании признака равномерной сходимости интегралов∫
Rn+1

f̃
iλ+|ξ|2s eixξ+itλdξdλ равномерно сходится на множестве Rn+1. Отсюда следует,

что u ∈ C(Rn+1) ⊂ C(Rn+1
+ ) ([8], с. 313).

Аналогично, u′t(x, t) =
∫

Rn+1

iλf̃(ξ,λ)
iλ+|ξ|2s eixξ+itλdξdλ непрерывна в Rn+1

+ ∀x ∈ Rn, т.е.

u(x, t) ∈ C1(0;∞) ∀x ∈ Rn.
Далее покажем, что (−∆)su сходится ∀(x, t) ∈ Rn+1

+

∂

∂xj∂xk

∫

Rn+1

f̃(ξ, λ)
iλ + |ξ|2s

eixξ+itλdξdλ = −
∫

Rn+1

ξjξkf̃(ξ, λ)
iλ + |ξ|2s

eixξ+itλdξdλ.
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Такой интеграл непрерывен, исходя из вышеследующих рассуждений.
Т.е. u ∈ C2(Rn). Фиксируем t ∈ (0;∞). u(x, t) удовлетворяет (∗∗), поэтому, в силу
Теоремы 2.2 [6], (−∆)su(x, t) сходится ∀x ∈ Rn. Так как t – произвольное из (0;∞),
то (−∆)su сходится ∀(x, t) ∈ Rn+1

+ .

Теперь рассмотрим функцию ψ = u1(x, t) − u2(x, t), где u1, u2 какие-нибудь
два решения задачи (4). Из доказанного выше следует, что ψ ∈ C(Rn+1

+ ), ψ(x, ·) ∈
∈ C1(0;∞) ∀x ∈ Rn, (−∆)sψ сходится ∀(x, t) ∈ Rn+1

+ . Кроме того, ∂ψ
∂t +(−∆)sψ = 0

и ψ(x, 0) = 0 ∀x ∈ Rn. Функция ψ(x, t) удовлетворяет Определениям 3.1 и 3.2 из
[6], а также подчиняется условию (∗∗). Функция ψ1(x, t) ≡ 0 также удовлетворяет
тем же самым условиям, а значит, по Теореме 3.6 (iii) [6] ψ(x, t) = ψ1(x, t) ≡ 0. То
есть u1 ≡ u2.

Для оценки решения нам необходимо оценивать ut и (−∆)su. Для этого найдем
сначала их образы Фурье, пользуясь (6) и известными свойствами преобразования
Фурье.

ũt = iλũ =
iλ

iλ + |ξ|2s
· f̃ = m̃1 · f̃ , где m̃1 =

iλ

iλ + |ξ|2s
, (8)

˜(−∆)su = |ξ|2sũ =
|ξ|2s

iλ + |ξ|2s
· f̃ = m̃2 · f̃ , где m̃2 =

|ξ|2s

iλ + |ξ|2s
. (9)

Функции m̃1 и m̃2 из (9),(10) играют роль мультипликаторов из Теоремы 2.1 [5].
На основании Теоремы 2.1 и Леммы 2.2 [5] сформулируем следующую Лемму.
Лемма 1. Пусть m̃ : Rn+1 → C – измеримая ограниченная функция, удовле-

творяющая условиям

∃p ∈ (1, 2] :
∑
α

||Dα(M̃j)||p,Rn+1 6 µ < ∞ ∀j = Z = {0,±1, · · · }, (10)

где Dαu = ∂α1
ξ1
· · · ∂αn

ξn
∂

αn+1

λ и каждое αk – нуль или один (т.о. α1 + · · · + αn+1);
M̃j(ξ, λ) = m̃(2jξ, 2j/αλ)χ(ξ, λ) и χ(ξ, λ) = θ(ρ(ξ, λ)), θ : [0,∞) → [0, 1] – бес-
конечнодифференцируемая функция, равная 1 на интервале [12 , 2] и нулю на мно-
жествах [0, 1

4 ] и [4,∞], а ρ определено соотношением

%((x, t), (x′, t′)) = |x− x′|+ |t− t′| 1
2s .

Тогда для m = F−1(m̃) и любой функции u ∈ Ċ∞(Rn+1) справедливо неравенство:

< m ∗ u >
(γ,αγ)
Rn+1 6 c(n, γ, α) · µ · < u >

(γ,αγ)
Rn+1

с постоянной c, зависящей только от n, γ и α; α, γ ∈ (0, 1). (Ċ∞ – пространство
бесконечнодифференцируемых функций с компактным носителем).

Легко проверить, что мультипликаторы m̃1 и m̃2 обладают свойством:
m̃1(aξ, a2sλ) = m̃1(ξ, λ), m̃2(aξ, a2sλ) = m̃2(ξ, λ) ∀a > 0, откуда следует, что
m̃1 и m̃2 – однородные функции (ξ, λ) нулевой степени. Поэтому m̃i(2jξ, 22sjλ) =
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= m̃i(ξ, λ), i = 1, 2, и для выполнения условия Леммы 1 нужно проверить два
неравенства:

∑
α
||Dα(M̃i)||p,Rn+1 6 µi < ∞, i = 1, 2.

Найдем последовательно несколько производных M̃1(ξ, λ) = m̃1(ξ, λ) · χ(ξ, λ).
Для удобства дифференцирования запишем m̃1 в виде
m̃1(λ, ξ) = n1(λ, f(|ξ|)), где f(|ξ|) = |ξ|s.
∂

∂ξi
M̃1 = ∂

∂ξi
(m̃1(λ, ξ) · χ(λ, ξ)) = s∂n1

∂f · |ξ|s−2 · ξi · χ + m̃1 · ∂χ
∂ξi

,

∂2

∂ξi∂ξj
M̃1 = s2 ∂2n1

∂f2 |ξ|2s−4 · ξiξj · χ + s · (s − 2)∂n1
∂f · |ξ|s−4 · ξiξj · χ + s∂n1

∂f |ξ|s−2 ×
×ξi · ∂χ

∂ξj
+ ∂m̃1

∂ξj
· ∂χ

∂ξi
+ m̃1 · ∂2χ

∂ξi∂ξj
,

∂3

∂ξi∂ξj∂ξk
M̃1 = s3 ∂3n1

∂f3 · |ξ|3s−6 · ξiξjξk · χ + s2 · (2s− 4)∂2n1
∂f2 · |ξ|2s−6 · ξiξjξk ×

× χ + s2 ∂2n1
∂f2 |ξ|2s−4 · ξiξj · ∂χ

∂ξk
+ s2(s− 2)∂2n1

∂f2 · |ξ|2s−6 · ξiξjξk · χ + s(s− 2)×
× (s− 4)∂n1

∂f |ξ|s−6 · ξiξjξk · χ + s(s− 2)∂n1
∂f |ξ|s−4 · ξiξj · ∂χ

∂ξk

и т.д.
Найдем производные n1 по f.

∂n1
∂f = − 2iλf

(iλ+f2)2
= − 2iλ

(iλ+f2)2
· |ξ|s,

∂2n1
∂f2 = 6iλf2+2λ2

(iλ+f2)3
= 6iλ|ξ|2s+2λ2

(iλ+f2)3
,

∂3n1
∂f3 = −24λ2f+12iλf2−36iλf3

(iλ+f2)4
=

[−24λ2+12iλ|ξ|s−36iλ|ξ|2s

(iλ+f2)4

]
· |ξ|s,

∂4n1
∂f4 = −24iλ3−24λ2f+(108λ−24λ2+192λ2)f2+(24iλ−96iλ)f3+(36iλ−108iλ)f4

(iλ+f2)5
= −24iλ3−24λ2|ξ|s+···

(iλ+f2)5

· · ·
Видно, что производные n1 по f нечетного порядка уменьшают порядок осо-

бенности DαM̃1 за счет множителя |ξ|s.
Производные M̃1(ξ, λ) имеют особенность только при ξ = 0 и в окрестности

нуля справедливо следующее неравенство:

|DαM̃1| 6 cα|ξ|2s−|α|, (11)

где |α| – порядок производной по ξ (производные по λ не увеличивают порядок
особенности).

Проверим неравенство:
∑
α

||Dα(M̃1)||p,Rn+1 6 µ1 < ∞. (12)

||DαM̃1||p,Rn+1 =
(∫

ω
|DαM̃1|pdξdλ

) 1
p

6
(

cα

∫
ω
|ξ|(2s−|α|)pdξdλ

) 1
p

6
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6
(

cα

∫
ω

1
|ξ|(|α|−2s)p dξdλ

) 1
p

6

6
{

ω = {(ξ, λ)|ρ(ξ, λ) ∈ [14 , 4]}, т.е. 1
4 6 |ξ|+ |λ| 1

2s 6 4

0 6
(

1
4 − |ξ|

)2s 6 |λ| 6 (4− |ξ|)2s 6 42s
}

6
(

cα

42s∫
−42s

∫
|ξ|64

1
|ξ|(|α|−2s)p dξdλ

) 1
p

=

(
cα

∫
|ξ|64

1
|ξ|(|α|−2s)p dξ

) 1
p

.

Максимальный показатель степени |ξ| в знаменателе – (n−2s)p и очевидно, что
можно подобрать p ∈ (1, 2] так, чтобы (n− 2s)p < n. А значит последний интеграл
сходится и неравенство (13) выполняется.

Далее, находя производные M̃2(ξ, λ) = m̃2(ξ, λ) · χ(ξ, λ), получаем, что они
имеют особенности тех же порядков, что и M̃1. Следовательно, неравенство (13)
выполняется и для M̃2 :

∑
α

||Dα(M̃2)||p,Rn+1 6 µ2 < ∞. (13)

Условие Леммы 1, стало быть, выполняется, следовательно

< ut >
(α, α

2s
)

Rn
+

=< m1 ∗ f >
(α, α

2s
)

Rn
+

6 c1µ1 < f >
(α, α

2s
)

Rn
+

, (14)

< (−∆)su >
(α, α

2s
)

Rn
+

=< m2 ∗ f >
(α, α

2s
)

Rn
+

6 c2µ2 < f >
(α, α

2s
)

Rn
+

. (15)

Для оценки |u|2s+α, 2s+α
2s

Rn×(0,T ) нам еще необходимо оценить |u|(0), |ut|(0) и |(−∆)su|(0).
Сделаем это:

|ut|(0)
Rn×(0,T ) = max

Rn×(0,T )

|ut(x, t)− ut(x, 0)|
|t− 0| α

2s

· t α
2s 6 T

α
2s < ut >

( α
2s

)

t,Rn×(0,T ), (16)

|u|(0)
Rn×(0,T ) =

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

utdt

∣∣∣∣∣∣

(0)

6 T · |ut|(0)
Rn×(0,T ) 6 T 1+ α

2s < ut >
( α
2s

)

t,Rn×(0,T ) . (17)

Из уравнения (4) (−∆)su = f − ut, поэтому

|(−∆)su|(0)
Rn×(0,T ) = |f − ut|(0)

Rn×(0,T ) 6 |f |(0)
Rn×(0,T ) + |ut|(0)

Rn×(0,T ) 6

6 |f |(0)
Rn×(0,T ) + T

α
2s < ut >

( α
2s

)

t,Rn×(0,T )6 |f |(0)
Rn×(0,T ) + T

α
2s < ut >

(α, α
2s

)

Rn×(0,T )6 (18)

6 c( |f |(0)

Rn+1
+

+ < f >
(α, α

2s
)

Rn+1
+

) = c|f |(α, α
2s

)

Rn+1
+

.

(< ut >
( α
2s

)

t,Rn×(0,T )6 c < ut >
(α, α

2s
)

Rn×(0,T ) справедлива, в силу эквивалентности

< u >
(γ)
x,QT

+ < u >
( γ
2s

)

t,QT
и < u >

(γ, γ
2s

)

QT
).
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Итак, учитывая (14)–(18), получаем

|u|(2s+α, 2s+α
2s

)

Rn×(0,T ) = |ut|(α, α
2s

)

Rn×(0,T ) + |(−∆)su|(α, α
2s

)

Rn×(0,T ) + |u|(0)
Rn×(0,T ) 6

6 |ut|(0)
Rn×(0,T )+ < ut >

(α)

x,Rn+1
+

+ < ut >
( α
2s

)

t,Rn+1
+

+

+|(−∆)su|(0)
Rn×(0,T )+ < (−∆)su >

(α)

x,Rn+1
+

+ < (−∆)su >
α
2s

t,Rn+1
+

+|u|(0)
Rn×(0,T ) 6

6 T
α
2s < ut >

( α
2s

)

t,Rn+1
+

+c1 < ut >
(α, α

2s
)

Rn+1
+

+c2|f |(α, α
2s

)

Rn+1
+

+ c3 < (−∆)su >
(α, α

2s
)

Rn+1
+

+

+T 1+ α
2s < ut >

( α
2s

)

t,Rn+1
+

6 c1 < f >
(α, α

2s
)

Rn+1
+

+c2|f |(α, α
2s

)

Rn+1
+

6 c|f |(α, α
2s

)

Rn+1
+

, т. е.

|u|(2s+α, 2s+α
2s

)

Rn×(0,T ) 6 c|f |(α, α
2s

)

Rn+1
+
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О МНОЖЕСТВАХ, НА КОТОРЫХ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ
СВЁРТКИ ДОПУСКАЮТ ПРОИЗВОЛЬНОЕ ПОВЕДЕНИЕ

В работе исследуется вопрос, при каких условиях на множество A ⊂ Rn произвольная функция из
L2(A) продолжается до решения f ∈ L2

loc(Rn) уравнения свёртки f ∗T = 0. T здесь – радиальная
функция вида T (x) = (r2 − |x|2)s

+ϕ(|x|2), ϕ ∈ C∞(R), ϕ(r2) 6= 0. Показано, что для выпуклого
множества A ответ зависит от диаметра A (если последний отличен от 2r).
Ключевые слова: уравнения свёртки, периодичность в среднем.

1. Введение. Будем обозначать Br(a) – открытый шар радиуса r с центром
в точке a в евклидовом пространстве Rn, Br(a) – замкнутый шар, полагаем так-
же Br = Br(0), Br = Br(0). Пусть, далее, D ′

\(Rn) – пространство радиальных,
т. е. инвариантных относительно группы вращений SO(n), распределений на Rn,
\ : D ′(Rn) → D ′

\(Rn) – операция радиализации (усреднения по SO(n)); распределе-
ние f ∈ D ′(Rn) принадлежит D ′

\(Rn) тогда, и только тогда, когда f \ = f ; обозна-
чим также E ′\ (Rn) = D ′

\(Rn)∩ E ′(Rn) – пространство радиальных распределений с
компактными носителями. Для ненулевого распределения T ∈ E ′\ (Rn) обозначим
r(T ) – радиус наименьшего замкнутого шара, содержащего носитель T .

Для открытого множества U ⊂ Rn и распределений f ∈ D ′(U), T ∈ E ′(Rn) об-
ласть определения свёртки f ∗T – множество {x ∈ Rn : x−suppT ⊂ U } (очевидно,
открытое). Если T ∈ E ′\ (Rn) и r = r(T ), то область определения f ∗ T содержит
множество

Ur = {x ∈ U : Br(x) ⊂ U}.
Последнее также открыто и совпадает со всей областью определения f ∗T , в случа-
ях, когда suppT = Br, либо когда U выпукло. Для открытого множества U через
D ′

T (U) будем обозначать множество распределений f ∈ D ′(U), удовлетворяющих
однородному уравнению свёртки f ∗ T = 0 на Ur(T ); C∞

T (U) = D ′
T (U) ∩ C∞(U).

Если U – выпуклое открытое множество, то, согласно аппроксимационной тео-
реме Хёрмандера–Мальгранжа [1, т. 16.4.1], любая функция из C∞

T (U) может быть
аппроксимирована в C∞(U) функциями из C∞

T (Rn) (точнее, линейными комбина-
циями принадлежащих C∞

T (Rn) функций вида P (·)ei〈·,y〉, y ∈ Cn, P – полином).
Если Ur = ∅, то, по определению, C∞

T (U) = C∞(U).
Таким образом, если A – компактное выпуклое множество, не содержащее ни

одного шара радиуса r, то из теоремы Хёрмандера–Мальгранжа вытекает (подроб-
нее – см. доказательство леммы 2 ниже), что множество ограничений на A всех
функций из C∞

T (Rn) плотно в C(A).
В связи с этим естественно спросить, когда множество ограничений на A реше-

ний уравнения свёртки f ∗ T = 0 совпадает с некоторым пространством функций
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на A. Так для случая пространства L2 возникает следующий вопрос: при каких
условиях на A ⊂ Rn множество ограничений на A функций из D ′

T (Rn) ∩ L2
loc(Rn)

совпадает с L2(A)?
В настоящей работе мы изучаем уравнение свёртки f ∗T = 0 со свёртывателем

T вида
T (x) = (r2 − |x|2)s

+ϕ(|x|2), ϕ ∈ C∞(R), ϕ(r2) 6= 0, (1)

где r > 0, s > −1 (очевидно, r(T ) = r для таких T ). Классы решений таких уравне-
ний, в частности, класс функций с нулевыми интегралами по шарам фиксирован-
ного радиуса, изучались во многих работах, см., например, [2, 3] и приведённую
там библиографию.

Мы устанавливаем, что для выпуклых множеств A ответ на указанный вопрос
зависит от диаметра A (в случае, если последний отличен от 2r). Полученные
результаты частично обобщают результаты предыдущей работы автора [4], где
изучался случай функций с нулевыми интегралами по шарам фиксированного ра-
диуса, отвечающий T = χBr (χBr – индикатор шара Br) и допускающий более
явную конструкцию продолжения.

2. Формулировки основных результатов.

Теорема 1. Пусть распределение T имеет вид (1) и диаметр измеримого
множества A менее 2r. Тогда произвольная fA ∈ L2(A) продолжается до функ-
ции f ∈ D ′

T (Rn) ∩ L2
loc(Rn).

Значение 2r является в теореме 1 критическим: следующая теорема показыва-
ет, что для множеств большего диаметра такого продолжения может не существо-
вать даже в классе обобщённых функций.

Теорема 2. Если внутренность Å множества A содержит две точки, уда-
лённые на расстояние 2r, и a – середина отрезка, соединяющего эти точки, то
существует непрерывная функция fA на A, не продолжимая до f ∈ D ′

T (Br+ε(a))
(в том смысле, что f = fA на Br+ε(a) ∩ Å) ни для какого ε > 0.

В случае, когда A – выпуклое множество, теоремы 1 и 2 показывают, что воз-
можность продолжения определяется диаметром множества A (если последний
отличен от 2r):

Следствие. Пусть распределение T имеет вид (1), и множество A ⊂ Rn

выпукло и не содержится ни в какой гиперплоскости в Rn. Тогда, если диаметр
A меньше 2r, множество

{ f |A : f ∈ L2
loc(Rn), f ∗ T = 0 } (2)

совпадает с L2(A). Если диаметр A больше 2r, множество (2) отлично от L2(A).
Таким образом, если A – замкнутое выпуклое множество положительной меры

и диаметра большего 2r, не содержащее ни одного шара радиуса r, то множе-
ство ограничений на A всех функций из D ′

T (Rn) ∩ L2
loc(Rn) плотно в L2(A), но не

совпадает с ним.
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3. Некоторые вспомогательные утверждения. Нам потребуются распре-
деления χs

+ ∈ D ′(R), однородные степени s ∈ C, определяемые формулой χs
+ =

= xs
+/Γ(s + 1) (xs

+ = xs при x > 0, и xs
+ = 0 при x < 0, Γ – гамма-функция)

при Re s > −1 и аналитическим продолжением по s для остальных значений s.
Как известно, χp

+ ∗ χq
+ = χp+q+1

+ , χs
+
′ = χs−1

+ , xχs
+(x) = (s + 1)χs+1

+ (x), χ
(−1−j)
+ =

= δ
(j)
0 , j ∈ Z+, где δ0 – дельта-функция Дирака [1, § 3.2]. Обозначим также xs

+ =
= Γ(s + 1) χs

+ при s ∈ C \ −N, χs− = χ̌s
+, xs− = x̌s

+, H = ((x + i0)−1 + (x− i0)−1)/2 –
распределение Гильберта.

Положим для удобства при j ∈ Z
Hj = H(−j−1) при j 6 −1,

Hj(x) = xj

j! ln |x| при j ∈ Z+,

тогда H ′
j ≡ Hj−1 (mod C∞(R)); xHj(x) = (j + 1)Hj+1(x), j 6= −1, xH−1 = 1.

Если q /∈ Z, то, как нетрудно видеть,

χp
+ ∗ (ψχq

−) ≡ c1χ
p+q+1
+ + c2χ

p+q+1
− (mod C∞(R)) при p + q /∈ Z, (3)

χp
+ ∗ (ψχq

−) ≡ c1χ
p+q+1
+ + c2Hp+q+1 (mod C∞(R)) при p + q ∈ Z, (4)

где c1 = c1(p, q), c2 = c2(p, q), константы c1, c2 не зависят от срезающей функции
ψ ∈ D(R), равной 1 в окрестности 0; c2 6= 0, т. к. (ψχ−2−p

+ )∗χp
+∗(ψχq

−) ≡ χq
− 6≡ c1χ

q
+

(mod C∞(R)) при q /∈ Z.
Заметим, что χs

+ ∈ Cm ⇔ Re s > m, Hj ∈ Cm ⇔ j > m. Кроме того, при
s 6 m, s /∈ Z распределения χs−j

+ , χs−j
− , j ∈ Z+ (а также распределения χm−j

+ ,
Hm−j , j ∈ Z+) линейно независимы mod Cm(R). Поэтому, если s /∈ Z, для того,
чтобы распределение f на интервале (α, β) 3 0 имело вид

f ≡ a(·)xs
+ + b(·)xs

− (mod C∞(α, β)), (5)

необходимо и достаточно, чтобы для сколь угодно больших N ∈ N имело место
сравнение f ≡ ∑[N−s]

j=0 (ajχ
s+j
+ + bjχ

s+j
− ) (mod CN (α, β)); если все bj = 0, то и b(·)

в (5) можно выбрать нулевой. Необходимость следует из разложения a(·) и b(·)
по формуле Тейлора в нуле, достаточность – из существования для произвольных
{aj}, {bj} функций a(·), b(·) ∈ C∞(R), для которых a(j)(0) = ajj!/Γ(s + j + 1),
b(j)(0) = (−1)jbjj!/Γ(s + j + 1), j ∈ Z+, [1, т. 1.2.6]. Аналогично, если s ∈ Z, то

f ≡
(−s−1∑

j=0

ajδ
(−s−1−j)
0 + a(·)xmax{s,0}

+ +

+
−s−1∑

j=0

bjH
(−s−1−j) + b(x)xmax{s,0} ln |x|

)
(mod C∞(α, β)) (6)

тогда, и только тогда, когда f ≡ ∑[N−s]
j=0 (ajχ

s+j
+ + bjHs+j) (mod CN (α, β)) для

сколь угодно больших N ∈ N; если bj = 0, j ∈ Z+, то в (6) можно взять b(·) = 0.
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Лемма 1. Пусть распределение T имеет вид (1). Тогда существует распре-
деление K ∈ D ′

T (Rn), такое, что:
1) Ограничение K − δ0 на шар B2r принадлежит C∞(B2r).
2) Для произвольной функции f0 ∈ L2(Rn) с компактным носителем свёртка

f0 ∗K принадлежит D ′
T (Rn) ∩ L2

loc(Rn).
Доказательство. Конструкция распределения K весьма похожа на построение

аналогичного распределения в случае T = χBr в леммах 3 и 4 работы [5], за исклю-
чением того, что K в [5] определяется условием K|B2r = δ0−1/mesBr однозначно,
а в случае T более общего вида в выборе K имеется произвол.

Зафиксируем некоторое положительное ε < r.
Пусть далее распределение T имеет вид (1) с s = s0. Тогда T1 ∈ E ′\ (R) – прямой

образ распределения T при отображении pr1 = 〈·,e1〉 – имеет вид

T1(t) = (r2 − t2)s0+(n−3)/2
+ ϕ1(t2), ϕ1 ∈ C∞(R), ϕ1(r2) 6= 0. (7)

Для распределения F0 ∈ D ′(R), задаваемого следующим образом:

F0 =
(−1)(n−1)/2

2n−1πn/2−1Γ
(

n
2

)δ
(n−1)
0 , если n нечётно,

F0 =
(−1)(n−2)/2

2n−1πn/2Γ
(

n
2

)H(n−1), если n чётно,

имеет место равенство (F0(〈·,e1〉))\ = δ0, см., например, [6, гл. II, § 11]. Пусть F1 –
произведение F0 и гладкой чётной срезающей функции, равной 1 в окрестности 0
и имеющей компактный носитель, тогда (F1(〈·,e1〉))\ − δ0 ∈ C∞(Rn).

Распределение F1 и свёртка F1 ∗ T1 чётны. Пусть η – гладкая функция на
вещественной оси с носителем в [−ε,∞) и такая, что η(t) + η(−t) = 2, t ∈ R. Тогда
распределение G = (F1 ∗ T1) η гладко на R \ {r}, и G(· + r) имеет в окрестности
нуля вид (5) или (6) с s = s0 − (n + 1)/2. Кроме того, F1 ∗ T1 = (G + Ǧ)/2, и, т. к.
(Ǧ(〈·, e1〉))\ = (G(〈·, e1〉))\,

(
(F1 ∗ T1)(〈·,e1〉)

)\ = (G(〈·, e1〉))\. (8)

Согласно лемме 2 из [7], распределение T1 имеет фундаментальное решение
E1 с носителем, содержащимся в [r,∞), гладкое на R \ (2rZ+ + r) и такое, что
E1(·+ (2rk + r)), k ∈ Z+, имеет в окрестности нуля вид (5) или (6) с s = −s0 −
− (n + 1)/2. Тогда G ∗ E1 гладко на R \ 2rN, и (G ∗ E1)(· + 2rk), k ∈ N, имеет в
окрестности нуля вид (6) с s = −n. Кроме того, suppG ∗E1 ⊂ [r− ε,∞). Положим

K =
(
F1(〈·, e1〉)

)\ − (
(G ∗E1)(〈·, e1〉)

)\
. (9)

Ввиду тождества
(
F (〈·,e1〉)

)\ ∗ T =
(
(F ∗ T1)(〈·, e1〉)

)\ и (8), K ∈ D ′
T (Rn).

По лемме 1 работы [7], вне начала координат
(
(G ∗ E1)(〈·, e1〉)

)\ = u(|x|), где
u ∈ D ′((0,∞)

)
гладко на (0,∞) \ 2rN, и распределение u(· + 2kr), k ∈ N, имеет
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вид (5) или (6) с s = −(n + 1)/2. Поскольку
(
(G ∗ E1)(〈·, e1〉)

)\ = 0 на Br−ε, и(
F1(〈·,e1〉)

)\ − δ0 ∈ C∞(Rn), для определённого равенством (9) распределения K
выполнено первое утверждение леммы. Для того, чтобы доказать второе утвер-
ждение, достаточно проверить, что для любой срезающей функции ψ преобразо-
вание Фурье ψK ограниченно.

Для произвольного натурального N возьмём гладкую функцию ψ, равную 1
на B2rN+ε и 0 вне B2r(N+1)−ε. Пусть Kψ ∈ E ′(R) – прямой образ распределения
ψK при отображении pr1 = 〈·, e1〉. Тогда Kψ гладко на R \ 2r · (Z ∩ [−N,N ]), и
Kψ(· + 2rk), k ∈ Z ∩ [−N, N ], имеет вид (6) с s = −1. Поэтому преобразование
Фурье Kψ ограниченно, и, т. к. ψ̂K(ξ) = K̂ψ(|ξ|), то же верно и для ψK. ¤

Лемма 2. Пусть A – компактное выпуклое множество, не содержащее ни од-
ного шара радиуса r. Тогда множество ограничений на A всех функций из C∞

T (Rn)
плотно в C(A).

Доказательство. Для достаточно малых ε, ε-окрестность множества A также
не содержит замкнутого шара радиуса r. Это следует из непрерывности по x функ-
ции max|y|6r dist(x + y,A), не обращающейся в нуль на A. Поэтому утверждение
леммы является частным случаем теоремы Хёрмандера–Мальгранжа, для такой
окрестности Uε (очевидно, выпуклой) и полунормы maxA |f | в C∞

T (Uε). ¤
Нам потребуется также следующая лемма, связывающая (C∞-) волновые фрон-

ты WF (f) распределений f ∈ D ′
T в направлениях, касательных к диаметраль-

но противоположным точкам сферы радиуса r(T ). Лемма аналогична результату
E.T.Quinto [8] для функций с нулевыми интегралами по геодезическим сферам и
аналитических волновых фронтов.

Лемма 3. Пусть f ∈ D ′
T (BR(a)), 0 < r < R < ∞, a, y ∈ Rn, и |y| = r. Тогда,

если
(a− y, cy) /∈ WF (f) для c = ±1,

то
(a + y, cy) /∈ WF (f) для c = ±1.

Доказательство. Заметим, что прямой образ T1 распределения T при отобра-
жении pr1 = 〈·, e1〉 имеет вид (7), и T1 имеет фундаментальное решение с носителем
в [r,∞), гладкое на R \ (2rZ+ + r). С учётом сказанного, далее лемма доказыва-
ется по той же схеме, что и [9, лемма 3], где рассмотрен случай, когда T = χBr –
индикатор шара. ¤

4. Доказательства основных результатов.

Доказательство теоремы 1. Можно считать, что A – замкнутое выпуклое
множество, в противном случае A можно заменить его замкнутой выпуклой обо-
лочкой, что не увеличит его диаметра. Будем считать также, что A не содержится
ни в какой гиперплоскости (в противном случае fA = 0 и утверждение теоремы
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тривиально). Тогда Å – внутренность множества A – непуста, и ∂A = A \ Å имеет
меру 0.

Пусть диаметр A меньше 2r−ε. Для распределения K, построенного в лемме 1,
имеется гладкая радиальная функция κ на Rn, такая, что K = δ0 + κ на B2r−ε.
Для g ∈ L2(A) будем обозначать g0 продолжение g нулём до элемента L2(Rn).
Тогда

supp(g0 ∗ (K − δ0 − κ)) ⊂ supp g0 + supp(K − δ0 − κ) ⊂ suppA + (Rn \B2r−ε),

и, значит, носитель g0 ∗ (K − δ0 − κ) не пересекается с A. Следовательно, g0 ∗K
совпадает с g0 + g0 ∗ κ в окрестности множества A.

Согласно лемме 2, g0 ∗K ∈ L2
loc(Rn), поэтому имеем отображение

g 7→ (g0 ∗K)|A = g + (g0 ∗ κ)|A (10)

из L2(A) в L2(A). Свёртка g0 ∗κ является непрерывной функцией на Rn со значе-
ниями

(g0 ∗ κ)(x) =
∫

A
κ(x− y) g(y) dy, x ∈ Rn.

Так как κ ограниченна на B2r−ε, отображение g 7→ (g0∗κ)|A является компактным
оператором в L2(A) (класса Гильберта–Шмидта). Отображение (10) является сум-
мой тождественного и компактного оператора и поэтому имеет замкнутый в L2(A)
образ конечной коразмерности.

Но по лемме 2 множество ограничений на A функций из C∞
T (Rn) плотно в C(A)

и, следовательно, и в L2(A). Поэтому можно найти конечный набор функций
h1, . . . , hk ∈ C∞

T (Rn), таких, что множество линейных комбинаций

(g0 ∗K)|A + c1h1|A + . . . + ckhk|A, g ∈ L2(A), c1, . . . , ck ∈ C,

совпадает с L2(A), что и доказывает теорему, т. к. g0 ∗K ∈ D ′
T (Rn) ∩ L2

loc(Rn). ¤
Отметим, что, по сравнению с конструкцией продолжения в теореме 1, для

случаев T = χBr и T = µSr (χBr – индикатор шара, µSr – поверхностная евклидова
мера на сфере {|x| = r}) в работе [4] продолжение строится более явным образом
– как линейная комбинация f0 ∗K +c χA ∗K, f0 – продолжение fA нулём на Rn \A.
Кроме того, продолжение в этих случаях возможно и когда диаметр A равен 2r.

Доказательство теоремы 2. Пусть a−y, a+y ∈ Å – точки из условия теоремы,
|y| = r. Для произвольно большого m ∈ N положим fA(x) = (〈x− a− y, y〉)m

+ . То-
гда fA ∈ Cm−1. Предположим, что f ∈ D ′

T (Br+ε(a)) совпадает с fA на Å∩Br+ε(a).
Тогда (a − y, y), (a − y,−y) /∈ WF (f), но (a + y, y) ∈ WF (f), что противоречит
лемме 3. ¤

Для доказательства следствия необходимо заметить только, что если выпуклое
множество A не содержится ни в какой гиперплоскости, то Å 6= ∅, и в случае, когда
диаметр A больше 2r, Å содержит две точки, удалённые на расстояние 2r.
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On sets on which solutions of convolution equation allow an arbitrary behaviour.

In the paper, the following question is investigated: under what conditions on a set A ⊂ Rn can any
function from L2(A) be extended to a solution f ∈ L2

loc(Rn) of the convolution equation f ∗ T = 0.
Here T is a radial function of the form T (x) = (r2−|x|2)s

+ϕ(|x|2), ϕ ∈ C∞(R), ϕ(r2) 6= 0. It is proved
that for a convex set A the answer depends on its diameter (provided it differs from 2r).
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ГЛОБАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ МНОГОТОКОВОЙ МОДЕЛИ
СИНХРОННОГО ЭЛЕКТРОМОТОРА ПРИ НЕЛИНЕЙНОМ
МОМЕНТЕ НАГРУЗКИ

В основу исследования положена модель синхронного электромотора, включающая дифферен-
циальные уравнения для токов в обмотках ротора. Предполагается, что момент нагрузки яв-
ляется нелинейной функцией угловой скорости ротора. Система дифференциальных уравнений,
описывающая динамику синхронного электромотора, имеет счетное число стационарных реше-
ний, соответствующих рабочему режиму равномерного вращения ротора. Получено эффективное
достаточное условие, при котором любое движение синхронного электромотора с течением вре-
мени стремится к одному из этих равномерных вращений.
Ключевые слова: синхронный электромотор, глобальная устойчивость, метод сведения, прин-
цип инвариантности Ла–Салля.

Введение. Систему обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) на-
зывают фазовой, если при записи в нормальном виде ее правая часть периодична
по некоторым компонентам фазового вектора (по угловым переменным) [1]. Если
автономная фазовая система ОДУ имеет хотя бы одно стационарное решение, то
она имеет по крайней мере счетное множество стационарных решений. Они полу-
чаются из исходного сдвигами на периоды по угловым переменным. Важной науч-
ной и практической задачей является установление условий, при которых любое
решение фазовой системы ОДУ стремится с течением времени к одному из стацио-
нарных решений, то есть система является системой градиентного типа [2]. Если
система градиентного типа имеет только одно локально асимптотически устойчи-
вое стационарное решение (с точностью до сдвигов на периоды), то ее называют
глобально устойчивой [2].

В [1, 3] предложен подход, названный методом сведения и позволяющий вы-
вести свойство глобальной асимптотической устойчивости многомерной фазовой
системы ОДУ из свойства глобальной устойчивости одного дифференциального
уравнения второго порядка специального вида. Условием глобальной устойчиво-
сти этого уравнения является неравенство Ф. Трикоми [4]. Получаемые таким
путем критерии глобальной асимптотической устойчивости содержат неопреде-
ленные параметры и требуют проверки выполнения частотных неравенств.

В [2] представлена двухтоковая модель синхронного и асинхронного электро-
мотора, в которой изменение токов в обмотках ротора описывается при помощи
дифференциальных уравнений. Для двухтоковой модели асинхронного электромо-
тора в [5] получено достаточное условие, при котором любое движение электромо-
тора стремится с течением времени к рабочему режиму равномерного вращения.
Момент нагрузки предполагается здесь нелинейной функцией угловой скорости
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ротора. Для двухтоковой модели синхронного электромотора условие глобальной
устойчивости выведено в [6] с использованием идей метода сведения, при этом
момент нагрузки предполагается линейной функцией угловой скорости ротора.

В [7] предложена математическая модель синхронного электромотора, вклю-
чающая любое число токов в демпферной обмотке. Для случая, когда момент на-
грузки является линейной функцией угловой скорости ротора, достаточное усло-
вие глобальной устойчивости этой модели найдено в [8].

В настоящей работе этот результат обобщен на случай, когда момент нагруз-
ки является нелинейной функцией угловой скорости ротора. Условие глобальной
устойчивости синхронного электромотора сведено к легко проверяемому неравен-
ству Трикоми для одного дифференциального уравнения второго порядка, которое
не содержит неопределенных параметров.

1. Математическая модель синхронного электромотора. Электромотор
состоит из двух основных частей – статора и ротора. В статоре имеются обмотки,
на которые подается переменный электрический ток. Он создает магнитное поле,
вектор напряженности которого постоянен по модулю и вращается с постоянной
угловой скоростью ω > 0 вокруг оси ротора.

В роторе синхронного электромотора имеются две обмотки – демпферная об-
мотка и обмотка возбуждения. Демпферная обмотка обычно выполнена в виде
«беличьего колеса», то есть в виде двух колец, соединенных перпендикулярны-
ми к ним стержнями. Обмотка возбуждения может иметь разную конструкцию
и содержит большое число витков электрического провода. На эту обмотку через
угольные щетки подается постоянное напряжение.

Динамика синхронного электромотра описывается в [7] системой дифференци-
альных уравнений с фазовым вектором (θ, θ̇, i0, i1, . . . , in2). Здесь i0 – ток в обмотке
возбуждения, in (n = 1, 2, . . . , n2) – токи в стержнях демпферной обмотки, θ – угол
между радиус-вектором к стержню с током in2 и вектором напряженности враща-
ющегося магнитного поля статора, θ̇ – производная угла θ по времени t. Уравнения
синхронного электромотора содержат следующие постоянные параметры: u – по-
стоянное напряжение на обмотке возбуждения, R1 и L1 – активное и индуктивное
сопротивления обмотки возбуждения, R2 и L2 – активное и индуктивное сопро-
тивления демпферной обмотки, B – напряженность магнитного поля, n1 – число
витков в обмотке возбуждения, n2 – число стержней в демпферной обмотке, S1

– площадь витка обмотки возбуждения, S2 – площадь диаметрального сечения
демпферной обмотки, m – коэффициент сильного регулирования (m ≥ 0), J –
осевой момент инерции ротора вместе с присоединенными к нему вращающимися
частями, M – момент сил, действующих на ротор (момент нагрузки).

В уравнении, определяющем θ̈, откорректируем знак перед mθ̇ и коэффициент
при i0 sin(θ + π/4), домножив его на 4. Знаки величин u, i0, in (n = 1, 2, . . . , n2)
изменим на противоположные. Далее предполагается, что u > 0. Введем вместо
тока i0 переменную x по формуле i0 = x+u/R1, вместо угла θ будем пользоваться
углом γ = θ+π/4. Обозначая через ϕ угол поворота ротора относительно статора,
имеем ϕ = γ + ωt+ const.
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Момент нагрузки M предполагается в [2, 7] постоянной отрицательной величи-
ной, в [6, 8] рассматривается случай линейного диссипативного момента M = −kϕ̇,
k > 0 – постоянная. В настоящей работе предполагается, что момент нагрузки
является нечетной непрерывно дифференцируемой монотонно убывающей нели-
нейной функцией M = M(ϕ̇) угловой скорости ротора ϕ̇. При ϕ̇ �= 0 знак этой
функции противоположен знаку ее аргумента.

Поскольку ϕ̇ = ω + γ̇, момент M(ϕ̇) представляется в виде

M(ϕ̇) = M(ω + γ̇) = −c0 + ∆M(γ̇), (1)

где
∆M(γ̇) = M(ω + γ̇) −M(ω), c0 = −M(ω) (c0 > 0). (2)

Функция ∆M(γ̇) является монотонно убывающей вместе с M(ϕ̇), и поэтому при
γ̇ �= 0 знак ∆M(γ̇) противоположен знаку γ̇.

Предположим, что существует постоянная k > 0 такая, что

∆M(γ̇) ≤ −kγ̇ (γ̇ ≥ 0), ∆M(γ̇) ≥ −kγ̇ (γ̇ ≤ 0). (3)

Два неравенства (3) эквивалентны одному неравенству γ̇[∆M(γ̇)+kγ̇] ≤ 0. Отсюда
следует, что при любом γ̇ выполняется неравенство

γ̇∆M(γ̇) ≤ −kγ̇2, (4)

т. е. график функции γ̇∆M(γ̇) лежит под параболой −kγ̇2. Для дальнейшего ана-
лиза необходимо, чтобы выполнялось условие m + k > 0. Поэтому при m > 0
можно отказаться от требования k > 0 и взять k = 0.

В результате при моменте нагрузки вида (1) имеем следующую систему диф-
ференциальных уравнений, описывающую работу синхронного электромотора

Jγ̈ = −mγ̇ + ∆M(γ̇) − a1x sin γ − a2

n2∑
n=1

in cos(γ − π

4
+

2πn
n2

) − b0 sin γ − c0,

L1ẋ = −R1x+ a1γ̇ sin γ,

L2iṅ = −R2in + a2γ̇ cos(γ − π

4
+

2πn
n2

), n = 1, 2, . . . , n2.

(5)

Здесь

a1 = 4n1S1B
√

2, a2 =
1
2
S2B, b0 =

4
R1

un1S1B
√

2, c0 = −M(ω) (6)

– положительные постоянные, iṅ – производные токов in по времени.
2. Энергетический подход в задачах локальной и глобальной устойчи-

вости. Нормальным режимом работы синхронного электромотора является рав-
номерное вращение его ротора относительно статора с постоянной угловой скоро-
стью ϕ̇ = ω, равной угловой скорости вращения магнитного поля в статоре. Этот
режим соответствует стационарному решению системы (5), то есть решению вида

γ = γ0, γ̇ = 0, x = x0, in = i0n (n = 1, 2, . . . , n2), (7)
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где γ0, x0, i0n – постоянные. Так как ∆M(0) = 0, после подстановки выражений (7)
в уравнения (5) находим

x0 = 0, i0n = 0 (n = 1, 2, . . . , n2),

а для γ0 получаем уравнение

b0 sin γ + c0 = 0. (8)

Опуская особый случай, когда c0/b0 = 1, будем далее предполагать, что

c0/b0 < 1. (9)

Тогда система (5) имеет два счетных набора стационарных решений

(γ, γ̇, x, i1, . . . , in2) = (ds, 0, 0, 0, . . . , 0), s = 0,±1,±2, . . . , (10)

(γ, γ̇, x, i1, . . . , in2) = (es, 0, 0, 0, . . . , 0), s = 0,±1,±2, . . . , (11)

где стационарные значения ds, es угла γ определены формулами

ds = γ(0) + 2πs, es = γ(1) + 2πs, s = 0,±1,±2, . . . , (12)

γ(0) = − arcsin c0/b0 ∈ (−π/2, 0), γ(1) = −π − γ(0) ∈ (−π,−π/2). (13)

Рассмотрим следующие функции фазовых переменных системы (5)

W (γ̇, x, i1, . . . , in2) =
1
2
Jγ̇2 +

1
2
L1x

2 +
1
2
L2

n2∑
n=1

i2n,

U(γ) =

γ∫
0

(b0 sinα+ c0) dα = b0(1 − cos γ) + c0γ,

V (γ, γ̇, x, i1, . . . , in2) = W (γ̇, x, i1, . . . , in2) + U(γ).

(14)

Производная функции W по времени в силу системы уравнений (5) равна

Ẇ (γ̇, x, i1, . . . , in2) = −mγ̇2 + γ̇∆M(γ̇) −R1x
2 −R2

n2∑
n=1

i2n − γ̇(b0 sin γ + c0). (15)

Воспользовавшись определениями (14) функций U, V , получаем

V̇ (γ̇, x, i1, . . . , in2) = −mγ̇2 + γ̇∆M(γ̇) −R1x
2 −R2

n2∑
n=1

i2n. (16)

Согласно определению (14) функции W , она является определенно положи-
тельной по отношению к переменным γ̇, x, i1, . . . , in2 . Ее можно интерпретировать
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как кинетическую энергию рассматриваемой системы, а функцию U – как ее по-
тенциальную энергию. Тогда функция V является полной энергией системы, а
формула (16) выражает теорему об изменении энергии.

Как отмечено выше, при условии (9) на любом промежутке [−π+ 2πs, π+ 2πs]
(s = 0,±1,±2, . . . ) существуют два значения ds, es угла γ, которым соответствуют
два стационарных решения (10), (11) системы (5). Эти значения ds, es определены
формулами (12), (13).

Теорема 1. Стационарные решения (10) системы (5) асимптотически устой-
чивы, а стационарные решения (11) – неустойчивы.

Доказательство. Из определения (14) функции U(γ) следует, что при условии
(9) значения ds и es являются, соответственно, точками локальных минимумов и
локальных максимумов этой функции. Поэтому каждая из функций V1s = V−
−U(ds) (s = 0,±1,±2, . . . ) определенно положительна по отношению к возмуще-
ниям γ− ds, γ̇, x, i1, . . . , in2 для стационарного решения (10), а каждая из функций
V2s = V −U(es) принимает отрицательные значения в сколь угодно малой окрест-
ности стационарного решения (11).

Производные V̇1s, V̇2s этих функций по t в силу уравнений (5) совпадают с
производной (16) функции V и поэтому неположительны. Эти производные об-
ращаются в нуль только при γ̇ = 0, x = 0, i1 = ... = in2 = 0, то есть только в
стационарных точках (10), (11). Поскольку стационарные точки изолированы, то
в некоторой окрестности каждой из двух стационарных точек (10), (11) с дан-
ным номером s не существует других решений системы (5), для которых V̇1s = 0
или V̇2s.

Поэтому, согласно приведенным в [9] теоремам 5.2 и 6.3 Е.А. Барбашина и
Н.Н. Красовского, стационарные решения (10) системы (5) асимптотически устой-
чивы, а стационарные решения (11) неустойчивы. Теорема 1 доказана.

Для получения условий глобальной устойчивости системы (5) воспользуемся
принципом инвариантности Ла–Салля в формулировке теоремы VIII из книги [10].

В этой теореме предполагается существование неотрицательной функции Ля-
пунова V , имеющей знакопостоянную отрицательную производную по t в силу
рассматриваемой системы дифференциальных уравнений, и доказывается, что лю-
бое ограниченное при t ≥ 0 решение системы с течением времени неограниченно
приближается к множеству точек фазового пространства, состоящему из фазовых
траекторий тех решений, определенных при t ≥ 0, для которых V̇ = 0. Доказа-
тельство указанной теоремы справедливо и в том случае, когда вместо неотрица-
тельности функции V во всем фазовом пространстве предполагается, что данная
функция ограничена снизу на решениях рассматриваемой системы.

В качестве функции Ляпунова в этой теореме возьмем функцию V , опреде-
ленную в (14) и имеющую знакопостоянную отрицательную производную (16) в
силу системы (5). Функция V не является ограниченной снизу во всем фазовом
пространстве, так как в ее определение входит функция U , которая, согласно (14),
содержит линейный по γ член c0γ. Для применимости теоремы Ла–Салля с такой
функцией V достаточно, чтобы угол γ был ограничен снизу на решениях системы.
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3. Условия ограниченности угла γ. Чтобы получить достаточные условия
ограниченности угла γ в любом решении системы (5), воспользуемся подходом
[3, 1], который позволяет вывести свойство ограниченности угловой переменной
для многомерной системы из свойства ограниченности такой переменной для эта-
лонного дифференциального уравнения второго порядка. Далее будут использо-
ваться эталонные уравнения вида

Jγ̈ = −a0γ̇ − b0 sin γ − c0, (17)

где постоянные b0, c0 > 0 определены формулами (6), а постоянная a0 > 0 выби-
рается специальным образом.

Уравнение вида (17) с положительными коэффициентами a0, b0, c0 детально
изучено [3, 4, 11]. Приведем основные результаты этого исследования.

Стационарные решения (γ, γ̇) = (γ0, 0), γ0 = const уравнения (17) определяют-
ся тригонометрическим уравнением (8). Поэтому в предположении (9) уравнение
(17) имеет два счетных набора стационарных решений, которые определяются ука-
занными в (12), (13) значениями ds, es постоянной γ0.

С помощью локального анализа по линейному приближению нетрудно уста-
новить, что стационарные точки (γ, γ̇) = (ds, 0) являются для уравнения (17)
асимптотически устойчивыми особыми точками типа «фокус» или «узел», а точки
(γ, γ̇) = (es, 0) – неустойчивые особые точки типа «седло».

Глобальный анализ уравнения вида (17), проведенный Ф. Трикоми [4], показы-
вает, что оно может иметь три качественно различных типа фазовых портретов.
Введя безразмерные параметры

a = a0/
√
b0J, c = c0/b0, (18)

Ф. Трикоми установил, что существует критическое значение параметра a, которое
является функцией acr(c) параметра c ∈ (0, 1) и обладает следующими свойствами
[2, 11]. В случае a > acr каждое решение уравнения (17) стремится к одной из
его стационарных точек при t→ +∞. При a ≤ acr кроме решений, стремящихся к
стационарным точкам, существуют решения, вдоль которых угол γ неограниченно
убывает с течением времени.

Для функции acr(c) не существует явного выражения, но разными авторами
получены ее аналитические оценки сверху и снизу (см. [11], с. 122–123). При полу-
чении этих оценок вместо угла γ используют угол θ = −γ. Тогда указанному в (13)
главному стационарному значению γ(0) ∈ (−π/2, 0) угла γ соответствует значение
θ0 ∈ (0, π/2) угла θ. Так как θ0 = arcsin c, то c = sin θ0, и величину acr(c) можно рас-
сматривать как функцию acr(θ0) угла θ0 ∈ (0, π/2). В [12] при помощи компьютера
построен график функции acr = acr(θ0) и показано, что линейная и синусоидальная
аппроксимации acr L(θ0) = 0.76 · θ0 и acr S(θ0) = 2.76622 · sin(0.283886 · θ0) обеспечи-
вают вычисление acr(θ0) с абсолютной погрешностью не больше, чем 1.5 · 10−2 и
3.4 · 10−5 соответственно.

Достаточные условия ограниченности угла γ сверху и снизу дает следующая
теорема.
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Теорема 2. Если существуют значения постоянных параметров
λ, ε ≥ 0 такие, что

1) любое решение дифференциального уравнения

Jγ̈ + 2
√
λεγ̇ + b0 sin γ + c0 = 0, (19)

где b0, c0 определены в (6), ограничено при t ≥ 0,
2) при всех значениях фазовых переменных γ, γ̇, x, i1, . . . , in2 выполнено нера-

венство

Ẇ (γ, γ̇, x, i1, . . . , in2) + 2λW (γ̇, x, i1, . . . , in2) + εJ−1γ̇2 + γ̇(b0 sin γ + c0) ≤ 0, (20)

где функция W определена в (14), то в любом решении

γ(t), γ̇(t), x(t), i1(t), . . . , in2(t) (21)

системы (5) функция γ(t) ограничена на полуоси t ≥ 0.
Ее доказательство дано в [8]. Оно следует доказательству теоремы 4.4.1 из [1].
Условием 2 теоремы 2 является неравенство (20). Подставим в его левую часть

выражения (14), (15) функций W,Ẇ и затем, воспользовавшись верхней оценкой
(4) функции γ̇∆M(γ̇), потребуем, чтобы полученное в результате выражение было
неположительным. Приходим к неравенству

(−m− k + λJ + εJ−1)γ̇2 + (−R1 + λL1)x2 + (−R2 + λL2)
n2∑
n=1

i2n ≤ 0,

достаточному для выполнения неравенства (20). Для того, чтобы оно выполнялось
при всех γ̇, x, i1, . . . , in2 , необходимо и достаточно, чтобы параметры λ, ε удовле-
творяли трем неравенствам

−m− k + λJ + εJ−1 ≤ 0, −R1 + λL1 ≤ 0, −R2 + λL2 ≤ 0.

Их анализ приводит к следующему выводу.
Лемма 1. Пусть существует постоянная k > 0 такая, что нелинейный

момент нагрузки удовлетворяет условию (3), и пусть значения ε1, λ1, λ2 и точки
X,Y,Z,Z0 плоскости (λ, ε) определены формулами

ε1 = (m+ k)J, λ1 = (m+ k)J−1, λ2 = min (R1/L1, R2/L2). (22)

X = (0, ε1), Y = (λ1, 0), Z = (λ2, 0), Z0 = (λ2, ε1(λ1 − λ2)/λ1),

Тогда множество D0 множество значений параметров λ, ε ≥ 0, удовлетво-
ряющих условию 2 теоремы 2 непусто и оно содержит множество D, которое
при λ1 ≤ λ2 состоит из точек плоскости (λ, ε), лежащих внутри треугольника
OXY и на его сторонах (рис. 1, A), а при λ1 > λ2 множество D состоит из
точек, лежащих внутри трапеции OXZ0Z и на ее сторонах (рис. 1, B).
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Рис. 1. Область D значений параметров λ, ε

Лемма 1 позволяет заменить в теореме 2 предположение о существовании зна-
чений параметров λ, ε, обеспечивающих выполнение условия 2, указанием области
изменения этих параметров, в которой выполнено данное условие.

Рассмотрим теперь условие 1 теоремы 2. Определение (18) параметров a, c для
уравнения (19) принимает вид

a = d(λ, ε)/
√
b0J, c = c0/b0.

Здесь d(λ, ε) = 2
√
λε. Согласно результатам Ф. Трикоми, условие 1 ограниченности

решений уравнения (19) в теореме 2 означает, что для этого уравнения имеет место
случай a > acr(c), то есть выполнено неравенство d(λ, ε)/

√
b0J > acr(c).

Если такое неравенство выполнено в некоторой точке (λ, ε) ∈ D, то оно тем
более выполнено в точке (λmax, εmax) ∈ D, в которой функция d(λ, ε) принимает
свое максимальное значение dmax в замкнутой ограниченной области D. Если же
указанное неравенство не выполнено ни в одной точке области D, то оно, в частно-
сти, не выполнено и в точке (λmax, εmax). Таким образом, справедливо следующее
утверждение.

Лемма 2. Точка (λ, ε) ∈ D, в которой d(λ, ε)/
√
b0C > acr(c), существует

только в том случае, когда dmax/
√
b0C > acr(c).

Чтобы найти dmax, заметим, что при любом K > 0 функция d(λ, ε) = 2
√
λε

строго монотонно возрастает вдоль луча ε = Kλ (λ ≥ 0), идущего на плоскости
(λ, ε) из начала координат в первый квадрант. Поэтому свое максимальное значе-
ние dmax в области D функция d(λ, ε) принимает на «северо-восточной» границе
этой области, то есть на отрезке XY в случае A или на ломаной XZ0Z в случае B
(рис. 1). Но в случае B на вертикальном отрезке ZZ0 функция d(λ, ε) становится
монотонно возрастающей функцией d(λ2, ε) = 2

√
λ2ε одной переменной ε. Поэто-

му в случае B функция d(λ, ε) не может достигать своего максимума dmax внутри
отрезка ZZ0. Следовательно, максимум функции d(λ, ε) в области D достигается
на отрезке XY в случае A или на отрезке XZ0 в случае B. Проведя вычисления,
приходим к такому выводу.
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Лемма 3. Для функции d(λ, ε) = 2
√
λε, являющейся коэффициентом демпфи-

рования в уравнении (19), ее максимум в области D равен

dmax =

{
m+ k, 0 < λ1 ≤ 2λ2;

2
√
ε1λ2(λ1 − λ2)/λ1, λ1 > 2λ2.

(23)

Здесь значения ε1, λ1, λ2 определены по формулам (22).
С помощью лемм 1, 2, 3 получаем из теоремы 2 достаточный критерий огра-

ниченности угла γ, в котором вместо коэффициента d(λ, ε) = 2
√
λε, зависящего от

неопределенных параметров λ, ε, используется его известное максимальное значе-
ние dmax.

Теорема 3. Пусть нелинейный момент нагрузки удовлетворяет условию (3)
и пусть для дифференциального уравнения

Cγ̈ + dmaxγ̇ + b0 sin γ + c0 = 0, (24)

где b0, c0, dmax определены по формулам (6), (23), выполнено неравенство Трикоми
dmax/

√
b0C > acr(c), где c = c0/b0.

Тогда в любом решении (21) системы уравнений (5) функция γ(t) ограничена
при t ≥ 0.

4. Теорема о глобальной устойчивости. Докажем теперь, что для любого
решения системы (5) в случае ограниченности угла γ имеет место ограниченность
остальных фазовых переменных γ̇, x, i1, . . . , in2 . Для обеспечения ограниченности
угла γ достаточно принять условия теоремы 3. Таким образом, необходимо дока-
зать следующую лемму.

Лемма 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда любое решение (21)
системы (5) ограничено по всем переменным при t ≥ 0.

Доказательство. Из определения (14) функции U(γ) и формул (12), (13) следу-
ет, что при условии (9) значения γ = ds (s = 0,±1,±2, . . . ) соответствуют точкам
локальных минимумов этой функции, а значения γ = es (s = 0,±1,±2, . . . ) –
точкам ее локальных максимумов.

В доказательстве теоремы 2 для функции γ(t) выводится оценка снизу
γ(t) ≥ es0 (t ≥ 0), номер s0 ≤ 0 определяется в ходе доказательства. Слева и
справа от точки локального максимума γ = es0 функции U(γ) расположены точки
γ = ds0−1 и γ = ds0 ее локальных минимумов. При этом значение γ = ds0 явля-
ется точкой минимума функции U(γ) на всей полуоси γ ≥ es0 . Следовательно, на
рассматриваемом решении (21) системы (5) функция

∆U(γ) = U(γ)−U(ds0) =

γ∫
ds0

(b0 sinσ+ c0) dσ = b0(cos ds0 − cos γ)+ c0(γ− ds0) (25)

неотрицательна на этой полуоси: ∆U(γ) ≥ 0, γ ≥ es0 .
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Рассмотрим функцию

v(γ, γ̇, x, i1, . . . , in2) = W (γ̇, x, i1, . . . , in2) + ∆U(γ).

Она лишь на константу отличается от функции V (γ, γ̇, x, i1, . . . , in2), определенной
в (14), и поэтому имеет такую же производную (16) по t в силу системы (5):

v̇(γ̇, x, i1, . . . , in2) = −mγ̇2 + γ̇∆M(γ̇) −R1x
2 −R2

n2∑
n=1

i2n.

Поскольку γ̇∆M(γ̇) ≤ 0 согласно (2), то v̇ ≤ 0. Поэтому на решении системы (5)
функция v не превосходит своего начального значения, то есть фазовые перемен-
ные принадлежат множеству

Ω =
{
(γ, γ̇, x, i1, . . . , in2) : W (γ̇, x, i1, . . . , in2) + ∆U(γ) ≤ v0

}
, (26)

где
v0 = W (γ̇0, x0, i10, . . . , in20) + ∆U(γ0)

– значение функции v в начальный момент t = 0. Из неотрицательности функций
W,∆U следует, что v0 ≥ 0, и тогда из (26) следует, что на решении системы (5)
выполняются неравенства

W (γ̇, x, i1, . . . , in2) ≤ v0, ∆U(γ) ≤ v0. (27)

Согласно определению (14), функция W является определенно положительной
квадратичной формой переменных γ̇, x, i1, . . . , in2 . Поэтому первому из неравенств
(27) удовлетворяют только значения этих переменных, лежащие в шаре γ̇2 + x2+
+i21+ . . .+i2n2

≤ ρ2 конечного радиуса ρ. Второе неравенство (27) с учетом выраже-
ния (25) для ∆U приводит к еще одному доказательству ограниченности функции
γ(t) сверху. Лемма 4 доказана.

Докажем теперь следующую лемму.
Лемма 5. Пусть функция V определена по формуле (14), и пусть M – мно-

жество точек фазового пространства, состоящее из фазовых траекторий всех
решений системы (5), определенных на полуоси t ≥ 0 и удовлетворяющих условию
V̇ = 0.

Множество M состоит только из стационарных точек системы (5).
Доказательство. Из формулы (16) для V̇ с учетом (2) следует, что множе-

ство M образовано фазовыми траекториями, для которых γ̇ = 0, x = 0, i1 =
= · · · = in2 = 0, т. е. оно состоит из стационарных точек γ = γ0, γ̇ =
= 0, x = 0, i1 = . . . = in2 = 0 системы (5). В п. 2 установлено, что при c = c0/b0 < 1
множество стационарных точек данной системы состоит из двух счетных подмно-
жеств, соответствующих значениям (12) постоянной γ0. Лемма 5 доказана.

В теореме 3 даны условия ограниченности решений системы уравнений (5)
по переменной γ. Далее, в лемме 4 установлено, что из ограниченности решений
системы (5) по γ следует их ограниченность по всем переменным.

106



Глобальная устойчивость многотоковой модели синхронного электромотора

Тогда из принципа Ла–Салля (см. п. 2) с функцией Ляпунова V , определенной
в (14), следует, что при выполнении условий теоремы 3 всякое решение системы
уравнений (5) с течением времени неограниченно приближается к инвариантному
множеству M. Согласно лемме 5, множество M – это множество стационарных то-
чек системы (5). Поскольку расстояния между любыми двумя точками множества
M ограничены снизу положительной постоянной min(d0−e0, e1−d0) > 0, то стрем-
ление решения к M означает, что оно стремится к одной из стационарных точек.
При этом, как показывает теорема 1, на 2π-периоде изменения угла γ существу-
ет одна локально асимптотически устойчивая и одна неустойчивая стационарная
точка.

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть нелинейный момент нагрузки удовлетворяет неравен-
ствам (3) и для эталонного дифференциального уравнения (24) выполнено условие
Трикоми dmax/

√
b0C > acr(c), где величина dmax определена в (23), c = c0/b0 < 1.

Тогда каждое решение системы уравнений (5), описывающей динамику син-
хронного электромотора, с течением времени стремится к одному из стацио-
нарных решений. При этом на каждом 2π-периоде изменения угла γ множество
стационарных решений состоит из одного неустойчивого и одного асимптоти-
чески устойчивого стационарного решения.
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Global stability of the multy-current model of the synchronous electric motor under
nonlinear load moment.

This investigation is grounded on the model of the synchronous electric motor that includes differential
equations for electric currents in windings of the rotor. The load moment is assumed to be nonlinear
function of the angular velocity of the rotor. Within the framework of this model, the system of
differential equations, describing the dynamics of the sysnchronous electric motor, has the denumerable
set of steady solutions corresponding to the operating mode of steady rotation of the rotor. Effective
sufficient condition is obtained guaranteeing that any motion of the synchronous electric motor tends
with time to one of these steady rotations.
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О КО-КОНТР-ФРАГМЕНТАХ ПОВЕДЕНИЯ АВТОМАТОВ

Работа относится к области теории восстановления и представления абстрактных автоматов
фрагментами поведения и посвящена исследованию структуры классов конечных связных ини-
циальных автоматов без выхода, задаваемых системами определяющих соотношений, рассматри-
ваемых в роли фрагментов, кофрагментов, контрфрагментов и коконтрфрагментов автоматов.
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определяющих соотношений, представление автоматов

1. Введение. Одно из современных направлений развития теории автоматов
отталкивается от понятия коалгебры, которое является двойственным понятию ал-
гебры и рассматривается как определение динамических систем на языке теории
категорий [1, 2, 3]. Данному направлению развития принадлежат такие понятия
как коиндукция и бисимуляция. Настоящая работа лежит в области теории пред-
ставления и восстановления автоматов по фрагментам поведения, разработанной
в [4, 5, 6], и является развитием, на основе идей коалгебраического подхода, ра-
боты [10], посвященной системам определяющих соотношений конечных связных
инициальных автоматов без выхода. Современное состояние теории представления
автоматов фрагментами поведения можно найти в [7, 8, 9].

Инициальный автомат порождает отношение на словах, называемое правой
конгруэнцией автомата, по правилу: слова находятся в отношении правой кон-
груэнции автомата тогда и только тогда, когда они ведут в одно и то же состоя-
ние из начального. Произвольное множество пар слов называется определяющи-
ми соотношениями автомата, если правоконгруэнтное замыкание этого множества
совпадает с правой конгруэнцией автомата. С точки зрения теории эксперимен-
тов с автоматами элементы правой конгруэнции автомата являются фрагментами
его поведения и структуры. В теории автоматов фундаментальна проблема ми-
нимизации автомата по числу состояний. Однако правоконгруэнтное замыкание
отношения на словах дает автоматы с максимальным числом состояний из всех
тех, для которых эти отношения выполняются. Это говорит о том, что определя-
ющие соотношения и их конгруэнтное замыкание скорее связаны со структурой
графа автомата, чем с его поведением, и, следовательно, не вполне соответствуют
поведенческой проблематике теории автоматов. Цель данной работы – рассмот-
реть элементы правой конгруэнции не только в роли фрагментов автомата, но и
в роли определяемых в работе кофрагментов, контрфрагментов и коконтрфраг-
ментов (короче: (ко)(контр)фрагментов), что позволит связать определяющие от-
ношения как со структурным, так и поведенческим контекстом анализа и син-
теза автоматов. Можно сказать, что фрагменты, кофрагменты, контрфрагменты
и коконтрфрагменты автоматов преставляют собой, соответственно, необходимое,
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разрешенное, запрещенное как противоречие и запрещенное как контрпример по-
ведение. Точка зрения на фрагменты в роли (ко)(контр)фрагментов лежит в русле
идей работы [8] и является развитием некоторых её моментов.

2. Постановка задачи. Пусть дан произвольный класс автоматов, который
назовём допустимым. Дано задание в виде (к примеру: теоретико-множественной)
формулы над (ко)(контр)фрагментами на восстановление неизвестного автомата
из допустимого класса. Условие задания в виде формулы F над (ко)(контр)фраг-
ментами назовем представлением автомата. Автоматы, являющиеся решениями
этого задания, назовем совместимыми с представлением F . Множество всех сов-
местимых с представлением автоматов назовем объемом представления.

Определение. Представление называется непротиворечивым, если его объем
не пуст, и называется полным, если его объем состоит из одного автомата (с при-
нятой к рассмотрению точностью, например, с точностью до изоморфизма или
бисимуляции). В противном случае, представление называется противоречивым.

Цель данной работы – ввести понятия (ко)(контр)фрагмента автомата и иссле-
довать в частных случаях структуру объема представления.

3. Общие замечания.
3.1. Логика восстановления автоматов. Представление автомата

(ко)(контр)фрагментами формируется на основе спецификации (априорной ин-
формации) и экспериментов с автоматом. Оно содержит в неявном виде частичную
или полную информацию об автомате. Синтез автомата по этой информации под-
разумевает некоторую логику получения новой явной информации о поведении и
структуре автомата. Логика восстановления автомата позволяет получать (пере-
числять) новые факты об автомате. В пределе с помощью некоторого алгоритма
она дает полную информацию в готовом замкнутом виде, например, таблице авто-
мата. Таким образом, проводя аналогии с перечислимыми и рекурсивными (раз-
решимыми) множествами, можно сказать, что процесс восстановления автомата
есть переход от неявной формы представления автомата, позволяющей без допол-
нительных вычислительных усилий лишь перечислять факты о его поведении, к
явной, рекурсивной, форме задания автомата.

В работе мы проводим следующие аналогии между синтаксическими теориями
в логике и конечными автоматами рассматриваемыми в контексте систем опреде-
ляющих соотношений. Синтаксическая теория представляет собой множество пра-
вильно построенных утверждений (формул), среди которых выделены аксиомы, и
правил вывода. Правила вывода, базируясь на аксиомах, разбивают формулы на
два класса: выводимые формулы (доказуемые теоремы) и невыводимые формулы.
Собственно, теоремы и образуют саму теорию. Аксиомы и всякое множество тео-
рем являются фрагментами теории, то есть частью, абстракцией теории. Аксиомы
в неявном виде логически содержат всю теорию. Теоремы в неявном виде содержат
аксиомы. При изменении множества аксиом меняется теория. Мы придерживаемся
аналогий между: 1) правильно построенными утверждениями и (ко)(контр)фраг-
ментами, 2) теорией и автоматом, 3) построением теории и синтезом автомата,
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4) аксиомами теории и фрагментами автомата. Эти аналогии в свою очередь вле-
кут аналогии между: 1) теоремами теории и фрагментами автомата, 2) моделями
теории и кофрагментами, 2) противоречиями и контрфрагментами, 3) контрпри-
мерами в доказательствах и коконтрфрагментами. Аналогии будут разъяснены
ниже. Теперь в общих определениях объясним смысл понятий (ко)(контр)фраг-
ментов.

3.2. Фрагменты. Фрагмент автомата – это информация о необходимом пове-
дении и структуре автомата, это часть автомата, его абстракция. Фрагмент явля-
ется абстрактно-всеобщим определением совместимого с ним класса автоматов.

Восстановление автомата означает синтетическое пополнение содержания фраг-
мента, расширение его до некоторого допустимого и совместимого с фрагментом
автомата. Этот процесс есть выполнение некоторого алгоритма. Результат дей-
ствия алгоритма будем называть замыканием фрагмента. Вообще говоря, замыка-
ние фрагмента неоднозначно. Ниже будут выделены частные случаи: индуктивное
и коиндуктивное замыкания фрагмента.

Определение. Фрагмент назовем замкнутым, если он является допустимым
автоматом.

3.3. Решётка фрагментов и допустимых автоматов. Вводимые ниже по-
нятия (ко)(контр)фрагментов автомата отталкиваются от понятия фрагмента во-
обще. Мы считаем, что дано множество объектов, называемых фрагментами, кото-
рое включает в себя и множество допустимых автоматов. Между фрагментами и
допустимыми автоматами установлено отношение «быть фрагментом». Если фраг-
мент F является фрагментом автомата A, то пишем F ≤ A и говорим также, что
A содержит фрагмент F или A совместим с фрагментом F .

Считаем, что допустимые автоматы с отношением ≤ образуют полную ре-
шётку с операциями sup и inf, и что, кроме того, из F ≤ A, F ≤ B следует
F ≤ inf{A,B} для любых допустимых автоматов A, B и фрагмента F . Такое
упрощение сужает разнообразие принимаемых во внимание классов допустимых
автоматов, но для цели данной работы, заключающейся в определении понятий
(ко)(контр)фрагментов и представления с их помощью автоматов, обобщающих
понятие фрагмента автомата, введенного в [4, 5, 6], данное ограничение удовле-
творительно. Наибольший в решётке допустимый автомат обозначим через [1],
наименьший через [0].

Определение. Индуктивным замыканием фрагмента A называется допусти-
мый автомат [A], являющийся наименьшим в решётке среди всех допустимых ав-
томатов, содержащих A.

Введем отношение быть фрагментом на самих фрагментах.
Определение. Фрагмент A является фрагментом фрагмента B, если индук-

тивное замыкание [A] является фрагментом индуктивного замыкания [B]. Два
фрагмента A, B назовем эквивалентными, если A ≤ B и B ≤ A. Решётка классов
эквивалентности фрагментов изоморфна решётке допустимых автоматов. Соот-
ветствующий изоморфизм ставит в соответствие автомату класс эквивалентности
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фрагментов, содержащий этот автомат.
Обозначим класс допустимых автоматов, совместимых с фрагментом F , че-

рез Fr(F ). Класс Fr(F ) является полной решёткой с наименьшим (отношение ≤)
автоматом [F ] и наибольшим [1].

Автомат [1] совместим с любым фрагментом, а в рассматриваемом ниже приме-
ре автомат [1] имеет наименьшее число состояний из всех допустимых автоматов.
Таким образом, представление автоматов с помощью фрагментов имеет вырож-
денное, тривиальное и, с точки зрения минимизации, наилучшее решение. Это
указывает на несоответствие фрагментов автоматно-поведенческой проблематике
при синтезе автоматов. Однако в задачах навигации и распознавания карт, зача-
стую задаваемых графами с размеченными вершинами или дугами, то есть как и
автоматы, фрагменты играют другую роль, поскольку на первый план выдвига-
ется скорее структура объекта, а не его поведение.

3.4. Кофрагменты = модели. Кофрагмент автомата является двойствен-
ным понятием к фрагменту и описывает разрешенное поведение. Если A является
фрагментом B, то B является кофрагментом A. Кофрагмент является ограничени-
ем сверху на поведение или структуру восстанавливаемого автомата. Он описывает
класс совместимых с ним автоматов: всякий автомат класса является фрагментом
кофрагмента класса, то есть общим между автоматами класса является то, что
они все являются частью одного и того же.

В представленном ниже примере мы свяжем аналогией понятия кофрагмента
и модели теории, а также – контрпримера и коконтрфрагмента, противоречия и
контрфрагмента.

Определение. Фрагмент B является кофрагментом фрагмента A, если индук-
тивное замыкание фрагмента A (то есть некоторый допустимый автомат) является
фрагментом индуктивного замыкания фрагмента B.

Обозначим класс допустимых автоматов, для которых F является кофрагмен-
том, через co-Fr(F ). Класс co-Fr(F ) является полной решёткой с наименьшим (от-
ношение ≤) автоматом [0] и наибольшим F .

В математической логике моделью синтаксической теории T является некото-
рая содержательная математическая структура, которая в свою очередь может
быть аксиоматизирована некоторой синтаксической теорией T ′, в которой аксио-
мы исходной теории T являются теоремами. Таким образом, можно сказать, что
моделью одной синтаксической теории T является другая синтаксическая теория
T ′ такая, что аксиомы первой (T ) являются теоремами во второй (T ′). Теоремы
модели играют роль содержательной истины для T , остальные формулы играют
роль ложных утверждений. На языке (ко)(контр)фрагментов в теории представ-
ления автоматов модель переходит в роль кофрагмента. Поведение, не являющее-
ся фрагментом кофрагмента автомата, играет роль лжи. Понятие лжи позволяет
вводить понятие контрпримера (коконтрфрагмента) в том смысле, в котором его
используют для доказательства ложности утверждений.
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3.5. Контрфрагменты = противоречия. Контрфрагмент – запрещенное
поведение или запрещенный элемент структуры автомата. Подобно тому, как тео-
рия считается противоречивой, если в ней выводятся противоречия, то есть неко-
торые заведомо недопустимые факты как, к примеру, A = Ā, то и представле-
ние автомата противоречиво, если синтез на его основе дает автомат содержащий
контрфрагмент.

Пусть K – класс допустимых автоматов. Обозначим через contra-Fr(A) класс
допустимых автоматов, для которых A не является фрагментом:

contra-Fr(A) = K − Fr(A) = Fr(A).

3.6. Коконтрфрагменты = контрпримеры.Коконтрфрагмент – двойствен-
ное понятие к контрфрагменту: если B – коконтрфрагмент автомата A, то A не
является фрагментом B.

Обозначим через co-contra-Fr(A) класс допустимых автоматов, для которых A
не является кофрагментом:

co-contra-Fr(A) = K − co-Fr(A) = co-Fr(A).

Упомянутую выше аналогию между коконтрфрагментами и контрпримерами
рассмотрим на примере поиска контрпримера для пропозициональной формулы в
исчислении секвенций (подробности к теме поиска контрпримера в исчислении се-
квенций в [11]). Напомним, что секвенцией называется выражение вида Γ ` ∆, где
Γ и ∆ – некоторые конечные множества формул исчисления высказываний. Если
A – пропозициональная формула, то, в силу соответствующей теоремы о полноте,
секвенция ` A выводима тогда и только тогда, когда A – тавтология. Аксиомами
исчисления секвенций являются секвенции, в которых Γ и ∆ представляют собой
наборы переменных, причем пересечение Γ и ∆ непусто. Можно сказать, что ` A
является контрфрагментом теории, если A – не тавтология. Для доказательства
того, что секвенция ` A является теоремой исчисления, можно пойти двумя путя-
ми. Первый путь заключается в том, чтобы из этой секвенции и аксиом вывести
контрфрагмент (противоречие), например, ` (x∧ x̄). Второй путь основывается на
теореме о полноте, связывающей теорию и модель, и идёт, в некотором смысле,
в другом направлении – от теоремы к аксиомам модели, в направлении анализа
формулы с целью найти булевы значения переменных, при которых формула как
булева функция принимает значение 0. Другими словами, надо найти такое мно-
жество секвенций, содержащих только переменные, из которых выводится ` A,
и при этом хотя бы одна из секвенций не является аксиомой, то есть имеет вид
Γ ` ∆, в котором Γ и ∆ представляют собой наборы переменных и пересечение
Γ и ∆ пусто. Тогда при значении 1 переменных из Γ и значении 0 переменных из
∆ формула A принимает значение 0. Вот такие множества секвенций из перемен-
ных, содержащих не только аксиомы, и являются аналогами коконтрфрагментов
в представлении автоматов.
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Определение. Фрагмент A′ называется контрфрагментом (коконтрфрагмен-
том) фрагмента A, если [A] ∈ contra-Fr(A′) (соответственно, [A] ∈ co-contra-Fr(A′)).

В определении через [A] обозначается индуктивное замыкание фрагмента A.

3.7. Составные фрагменты. Из фрагментов можно составлять сложные
фрагменты. Если A и B – фрагменты, то составной фрагмент будем обозначать
через A + B. Это может быть, в зависимости от природы фрагментов, либо объ-
единение фрагментов как множеств, либо прямая сумма частичных автоматов и
т. д. По определению считаем, что

Fr(A + B) = Fr(sup(A,B)) = Fr(A) ∩ Fr(B).

Отсюда сразу следует:

contra-Fr(A + B) = contra-Fr(A) ∩ contra-Fr(B).

Аналогично, по определению:

co-Fr(A + B) = co-Fr(inf(A,B)) = Fr(A) ∩ Fr(B).

Откуда следует:

co-contra-Fr(A + B) = contra-Fr(A) ∩ contra-Fr(B).

4. Определения. Обозначим класс допустимых автоматов K. Пусть
M = (S, X, δ, s0) – допустимый автомат с множеством состояний S, входным алфа-
витом X, функцией перехода δ : S×X → S и начальным состоянием s0 ∈ S. Авто-
мат порождает на X∗ правую конгруэнцию ρM по правилу pρMq, если s0p = s0q,
где, если s – состояние, а p – слово, то sp = δ(s, p).

Пусть ρ ⊆ X∗×X∗. Считаем, что существует такое минимальное по включению
отношение [ρ], ρ ⊆ [ρ], что [ρ] = ρM для некоторого допустимого автомата M . Назо-
вём [ρ] K-допустимым замыканием отношения ρ. К примеру, если бы допустимый
класс содержал все автоматы в алфавите X, то [ρ] было бы правоконгруэнтным
замыканием отношения ρ. Мы отождествляем автомат M и его отношение правой
конгруэнции ρM .

Определение. Отношение ρ называется фрагментом отношения ρ′, а ρ′ – кофраг-
ментом ρ, если [ρ] ⊆ [ρ′]. Обозначим класс допустимых автоматов, для которых
отношение ρ является фрагментом (кофрагментом) через Fr(ρ) (соответственно,
co-Fr(ρ)).

Обозначим через contra-Fr(ρ) класс допустимых автоматов, для которых ρ не
является фрагментом, contra-Fr(ρ) = K − Fr(ρ) = Fr(ρ). Аналогично,

co-contra-Fr(ρ) = K − co-Fr(ρ) = co-Fr(ρ).

Определение. Отношение ρ′ называется контрфрагментом (коконтрфрагмен-
том) отношения ρ, если [ρ] ∈ contra-Fr(ρ′) (соответственно, [ρ] ∈ co-contra-Fr(ρ′)).
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Рис. 1. Заштрихованная часть не содержит автоматов определяемого класса

Иллюстрация идеи, вкладываемой в определения (ко)(контр)фрагментов, показа-
на на рисунке 1.

Множества вида Fr(ρ), co-Fr(ρ), contra-Fr(ρ), co-contra-Fr(ρ) назовем класса-
ми автоматов, представляемых, соответственно, фрагментами, кофрагментами,
контрфрагментами, коконтрфрагментами.

5. Пример и результат. Обозначим через N, Z, P множества натуральных,
целых и простых чисел, Z+ = {0, 1, 2, . . .}.

Пусть автомат [n] = ({0, 1, ..., n − 1}, {a}, δ, 0, 0) состоит из множества состо-
яний {0, 1, ..., n − 1}, входного алфавита {a}, начального состояния 0, заключи-
тельного состояния 0 и функции переходов δ такой, что δ(i, a) = i + 1( mod n)
и δ(i, am) = i + m( mod n). Из определения следует, что автомат [n] допускает
язык {akn|k ∈ Z+}. Через [0] = {{0, 1, 2, . . .}, {a}, δ, 0, 0} обозначим автомат, в ко-
тором δ(n, a) = n+1. Язык, допускаемый автоматом [0], состоит из пустого слова.
Обозначим класс автоматов {[0], [1], [2], . . .} через Z+, который далее будем назы-
вать допустимым классом. Примеры автоматов [1], [2] и [3] показаны на рис. 2.

Рис. 2. Автоматы [1], [2], [3]

Гомоморфизм из автомата [n] в автомат [m] существует тогда и только то-
гда, когда число m делит число n. Введем операции ∨ и ∧ на автоматах клас-
са N: [n] ∨ [m] = gcd(n,m) (gcd – наибольший общий делитель) наибольший по
числу состояний автомат, в который есть гомоморфизм как из [n], так и из [m];
[n] ∧ [m] = lcm(n,m) (lcm – наименьшее общее кратное) наименьший по числу со-
стояний автомат, из которого есть гомоморфизм как в [n], так и в [m]. Например,
[n] ∨ [1] = [1] и [n] ∧ [1] = [n] для любого n ∈ N. Считаем по определению, что
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[n] ∨ [0] = [n], [n] ∧ [0] = [0]. Класс автоматов Z+ является полной решёткой без
дополнений, фрагмент которой проиллюстрирован на рис. 3.

Рис. 3. Фрагмент решётки автоматов класса Z+

Слово an длины n в алфавите {a} далее обозначаем числом n и будем гово-
рить, что автомат допускает не множество слов, а множество чисел. Для примера,
автомат [n] допускает множество чисел {0, n, 2n, 3n, . . .} = {nk|k ∈ Z+}.

Для класса автоматов Z+, когда ρ ⊆ Z+×Z+, правила конгруэнтного замыка-
ния выглядят так (мы пишем n = m вместо (n,m) ∈ ρ):

n = m, m = l

n = l
,
n = m

m = n
,
n = n

,
n = m

n + l = m + l
.

Поскольку автоматы класса Z+ имеют циклическую структуру и начальное
состояние совпадает с заключительным, к указанным правилам замыкания [·] до-
бавим правило:

n = m

|n−m| = 0
,

где |n−m| – абсолютное значение числа n−m. Эти пять правил образуют прави-
ла Z+-допустимого замыкания. Результатом замыкания произвольного отношения
ρ ⊆ Z+ × Z+ всегда будет автомат класса Z+. Очевидно, что равенство n = 0 яв-
ляется определяющим соотношением автомата [n].

Примеры представлений для автоматов из класса допустимых автоматов Z+:

co-Fr(1 = 0) ∩ contra-Fr(1 = 0) = P = {[2], [3], [5], [7], . . .}

co-Fr(2 = 0) ∩ contra-Fr(1 = 0) = {[2]}
co-Fr(1 = 0) ∩ contra-Fr(1 = 0) ∩ Fr(6 = 0) ∩ co-contra-Fr(6 = 0) = {[2], [3]}

Очевидно, Fr([0]) = co-Fr([1]) = Z+, то есть фрагмент 0 = 0 и кофрагмент
1 = 0 не накладывают ограничений на представление автоматов. Рассмотрим
подкласс contra-Fr([1]) класса Z+. Очевидно, что contra-Fr([1]) = Z+ − {[1]} =

116



О ко-контр-фрагментах поведения автоматов

= {[2], [3], [4], ..., } ∪ {[0]}. Этот класс не является решеткой. Таким образом, верна
теорема:

Теорема. Подкласс класса Z+, задаваемый фрагментом и/или кофрагментом,
является полной решёткой. Подкласс, задаваемый контрфрагментом или кокон-
трафрагментом, является полурешёткой. Подкласс задаваемый, контрфрагмен-
том и коконтрфрагментом, не является в общем случае ни решёткой, ни полу-
решёткой.
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ОБОБЩЕНИЯ ТЕОРЕМЫБОМАНАИАПРИОРНЫЕОЦЕНКИДЛЯ
СИСТЕММИНИМАЛЬНЫХДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХОПЕРАТОРОВ

В статье получены обобщения известной теоремы Бомана об оценках в L∞(Rn) для диффе-
ренциальных мономов для случая произвольных дифференциальных операторов. Кроме того,
рассмотрено приложение этих результатов для доказательства априорных оценок для тензорно-
го произведения минимальных дифференциальных полиномов в L∞(Rn).
Ключевые слова: дифференциальный полином, априорная оценка, многогранник Ньютона.

1. Введение. Пусть Ω — область в Rn, p ∈ [1,∞]. Рассмотрим в Lp(Ω) систему
дифференциальных операторов порядка l:

Pj(x,D) =
∑

|α|6l

aj,α(x)Dα, j ∈ {1, . . . , N} (1)

с коэффициентами aj,α(·) ∈ L∞(Ω). Рассматривается задача об описании линей-
ного пространства Lp,Ω(P1, . . . , PN ) минимальных дифференциальных операторов
Q(x,D), удовлетворяющих априорной оценке

‖Q(x,D)f‖Lp(Ω) 6 C1

N∑

j=1

‖Pj(x,D)f‖Lp(Ω) + C2‖f‖Lp(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω), (2)

с некоторыми постоянными C1, C2 > 0, не зависящими от выбора f . При выпол-
нении неравенства (2) будем говорить, что оператор Q(x,D) подчинен системе
операторов {Pj(x,D)}N

1 в пространстве Lp(Ω) и писать Q ∈ Lp,Ω(P1, . . . , PN ).
Эта задача была исчерпывающе решена Л. Хёрмандером [1] в случае одного

оператора P (D) с постоянными коэффициентами, p = 2 и ограниченной области Ω.
Применяя этот критерий, Хёрмандер доказал, что для тензорного произведения

P (D) = P1(D)⊗ P2(D) := P1(D1, . . . , Dp1 , 0, . . . , 0) P2(0, . . . , 0, Dp1+1, . . . , Dn) (3)

двух дифференциальных операторов P1(D) и P2(D), действующих по различным
группам переменных, пространство L2,Ω(P ) совпадает с линейной оболочкой про-
изведений операторов из L2,Ω(Pk), k = 1, 2, т. е. равно тензорному произведению
этих пространств, L2,Ω(P ) = L2,Ω(P1)⊗L2,Ω(P2) (см. [1]).

Определение 1. [2, 3] Система дифференциальных операторов {Pj(x,D)}N
1 по-

рядка l вида (1) называется эллиптической, если соответствующие l-главные сим-
волы {P l(x,ξ)

j }N
1 не имеют общих нетривиальных вещественных нулей (по ξ) при

всех x ∈ Ω, т. е.

(P l(x,ξ)
1 , . . . , P

l(x,ξ)
N ) 6= 0, (x, ξ) ∈ Ω× (Rn \ {0}).
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Хорошо известно, что при некоторых ограничениях на коэффициенты aj,α(·)
и область Ω (в частности, когда коэффициенты постоянны и область ограничена)
система (1) эллиптична тогда и только тогда, когда априорная оценка (2) справед-
лива для всех дифференциальных операторов Q(x,D) порядка 6 l при p ∈ (1,∞)
(см. [2]). При p = 1;∞ этот критерий утрачивает силу. Так, например, при p = 1 (и
N = 1) Орнстейном [4] доказана невозможность оценки (2) для дифференциаль-
ных полиномов Q(D) = D1D2 и P1(D) = D2

1+D2
2. Кроме того, М. М. Маламудом [5]

доказано, что при p = ∞ из оценки (2) вытекает тождество

Ql(x, ξ) =
N∑

j=1

λj(x)P l
j(x, ξ), x ∈ Ω, ξ ∈ Rn

для l-главных символов операторов Q(x, D) и {Pj(x,D)}N
1 (в случае операторов с

постоянными коэффициентами это утверждение доказано ранее де Лю и Мирки-
лом [6]). Из этого результата вытекает, что включение Q ∈ L∞,Ω(P1, . . . , PN ) для
оператора Q(x,D) порядка l возможно лишь в исключительных случаях. Вместе
с тем оценка (2) при p = ∞ выполняется для эллиптической системы (1) порядка l
и произвольного дифференциального оператора Q(x,D) порядка < l (см. [5]). Для
дифференциального полинома P (D) порядка l > 2 от n > 3 переменных справед-
ливо и обратное утверждение: оценка (2) для всех Q(D) = Dα, |α| < l, в норме
L∞(Rn) эквивалентна эллиптичности P (D) (см. [6]).

В дальнейшем в статье будут рассматриваться априорные оценки лишь в про-
странстве L∞(Rn). Норму в этом пространстве будем обозначать через ‖ · ‖∞, а
пространство подчиненных операторов L∞,Rn(P1, . . . , PN ) через L (P1, . . . , PN ).

Боманом [7] было получено описание пространства L (P1, . . . , PN ) в случае,
когда Q(D) = Dβ и {Pj(D)}N

1 = {Dα}α∈A – дифференциальные мономы (см.
теорему 2). Оказалось, что структура этого пространства тесно связана с геомет-
рическими свойствами многогранника Ньютона символов ξα – выпуклой оболочки
показателей α ∈ A (см. [3, 8], а также определение 4). В настоящей работе этот
результат обобщен (в сторону необходимости) для случая произвольных символов
Q(ξ) и {Pj(ξ)}N

1 (теоремы 3 и 4).
Будем называть полином P (ξ) невырожденным, если он не имеет вещественных

нулей, т. е. P (ξ) 6= 0 при ξ ∈ Rn. В связи с вышеприведенным результатом Хёрман-
дера, возникает задача об описании пространств L (P ) для операторов P (D) ви-
да (3). В [9] эта задача была поставлена для случая тензорного произведения двух
эллиптических дифференциальных полиномов P1(D) и P2(D). Оказалось, что на-
личие младших членов в символах P1(ξ) и P2(ξ) существенно: например, в случае
однородных эллиптических полиномов размерность пространства L (P1 ⊗ P2) ми-
нимальна, хотя размерность каждого из пространств L (P1) и L (P2) максимально
возможная [10]. В случае же тензорного произведения двух невырожденных эл-
липтических операторов размерность L (P1 ⊗ P2), наоборот, максимальна [9].
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В работах автора [11, 12] пространство L (P ) описано в случае n = 2 и тензор-
ного произведения P (D) = p1(D1) ⊗ p2(D2) двух обыкновенных дифференциаль-
ных операторов, символы которых имеют как вещественные, так и невещественные
нули различной кратности. При этом прослежен эффект зависимости размерно-
сти L (P ) как от структуры нулей символов-сомножителей p1(ξ1) и p2(ξ2), так и
от строения многоугольника Ньютона полинома P (ξ).

Как отмечалось выше, в настоящей работе получены необходимые условия
включения Q ∈ L (P1, . . . , PN ) в терминах многогранника Ньютона полиномов
{Pj(ξ)}N

1 , которые являются обобщениями соответствующих геометрических усло-
вий теоремы 2 Бомана (теоремы 3 и 4). В пункте 6 эти результаты применены для
описания пространства L (P ) в случае тензорного произведения P = P1⊗P2 двух
дифференциальных полиномов специального вида, первый из которых – однород-
ный эллиптический порядка 2 l, а второй – невырожденный первого порядка (тео-
рема 5). Полученный результат показывает, что в этом случае пространство L (P )
имеет промежуточную размерность – между минимально и максимально возмож-
ной. Таким образом, работа продолжает исследования задачи, поставленной в [9].

Эта статья посвящена светлой памяти моего отца Лиманского Владимира Ва-
сильевича (1948 – 2017), известного ученого-математика в области теории групп,
преподавателя Донецкого национального университета, отличника народного об-
разования Украины.

Обозначения.

Пусть R, C и N – множества, соответственно, вещественных, комплексных и
натуральных чисел; Z+ := N∪{0}, Zn

+ := Z+× · · · ×Z+ (n сомножителей). Далее,
Dk := −i∂/∂xk, D = (D1, . . . , Dn); для мультииндекса α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn

+ поло-
жим |α| := ∑n

k=1 αk, Dα := Dα1
1 . . . Dαn

n и ξα := ξα1
1 . . . ξαn

n , где ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn.
Пусть также 〈x, y〉 :=

∑n
k=1 xkyk для x, y ∈ Rn.

Обозначим через I тождественный оператор в Rn, ∆ := D2
1+· · ·+D2

n – оператор
Лапласа, BV (Rn) – множество конечных борелевских мер в Rn, Mp = Mp(Rn) –
алгебру мультипликаторов в Lp(Rn), p ∈ [1,∞], Ff = f̂ – преобразование Фурье
функции или меры f(·). Для дифференциального полинома P (D) =

∑
|α|6l aαDα

порядка l обозначим P (ξ) =
∑
|α|6l aαξα его символ и deg P – его степень. Через

N (P1, . . . , PN ) будет обозначаться многогранник Ньютона полиномов {Pj(ξ)}N
1 .

Обозначим через chK выпуклую оболочку множества K ⊂ Rn, т. е. наименьшее
выпуклое множество в Rn, содержащее K в качестве своего подмножества. Также
через intK будет обозначаться множество внутренних точек (внутренность) мно-
жества K, а через ∂K – множество его граничных точек (граница). Через dimL
будет обозначаться размерность линейного подмногообразия L ⊂ Rn.

Через C∞(Ω) обозначается множество функций, бесконечно дифференцируе-
мых в области Ω ⊂ Rn, через C0(Ω) – множество непрерывных финитных (с ком-
пактным носителем) функций в Ω, а через C∞

0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω) – множество
бесконечно дифференцируемых финитных в Ω функций.
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2. Мультипликаторы и априорные оценки в L∞.
Определение 2. [13] Пусть F – преобразование Фурье в L2(Rn),

(Ff)(ξ) = f̂(ξ) :=
∫

Rn

f(x)ei〈x,ξ〉 dx.

Ограниченную измеримую (по Лебегу) функцию Φ : Rn → C называют муль-
типликатором в Lp(Rn), p ∈ [1,∞], если существует линейный ограниченный в
Lp(Rn) оператор TΦ такой, что

T̂Φf(ξ) = Φ(ξ) f̂(ξ), f ∈ L2(Rn) ∩ Lp(Rn).

Мультипликаторы в Lp(Rn) образуют алгебру Mp = Mp(Rn). Известно полное
описание этой алгебры при p = 1, 2,∞. Нас интересует описание алгебры M∞(Rn),
обозначаемой далее просто M (Rn) или M . Справедливо следующее утверждение.

Предложение 1. [13] Алгебра M есть множество образов конечных борелев-
ских мер в Rn относительно преобразования Фурье, т. е. M = F (BV (Rn)).

Из предложения 1 следует, что все функции Φ ∈ M ограничены и равномерно
непрерывны в Rn. Кроме того, из свойств преобразования Фурье вытекает, что ал-
гебра мультипликаторов M инвариантна относительно отражений Φ(x) 7→ Φ(−x),
сдвигов Φ(x) 7→ Φ(x − h), h ∈ Rn и растяжений Φ(x) 7→ Φ(rx), r > 0. Наконец,
отметим, что M (Rm) ⊂ M (Rn) при m < n (см. [13]).

Предложение 1 также дает возможность указать примеры «элементарных»
мультипликаторов в L∞, для которых порождающая их мера µ строится явно.
Так, функция (ξ1 + i)−1 ∈ M (R), поскольку является преобразованием Фурье ко-
нечной меры µ ∈ BV (R) на прямой с плотностью dµ(t) = −iχ(t)e−t dt, где χ(t) –
характеристическая функция полуоси (0,+∞) (функция Хевисайда):

µ̂(ξ1) =
∫ +∞

−∞
eiξ1t dµ(t) = −i

∫ +∞

0
eitξ1e−t dt = − −i

iξ1 − 1
=

1
ξ1 + i

.

Кроме того, функция ξ1(ξ1 + i)−1 ∈ M (R) как разность мультипликаторов 1 = δ̂
и (ξ1 + i)−1 (здесь δ – дельта-мера Дирака на прямой).

Априорные оценки и мультипликаторы в L∞(Rn) связаны следующим образом.
Теорема 1 (де Лю и Миркила). [6] Пусть Q(D) и {Pj(D)}N

1 – дифферен-
циальные полиномы, D = (D1, . . . , Dn). Тогда априорная оценка

‖Q(D)f‖∞ 6 C
N∑

j=1

‖Pj(D)f‖∞, f ∈ C∞
0 (Rn) (4)

справедлива тогда и только тогда, когда существуют мультипликаторы
Mj(·) ∈ M (Rn), 1 6 j 6 N такие, что выполняется тождество

Q(ξ) =
N∑

j=1

Mj(ξ)Pj(ξ), ξ ∈ Rn. (5)
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Доказательство.
(i) Необходимость. Пусть справедлива априорная оценка (4). Рассмотрим ли-

нейный функционал
F : {Pj(D)f}N

1 7→ [Q(D)f ](0),

где f(·) пробегает множество C∞
0 (Rn). В силу оценки (4), функционал F ограни-

чен в норме пространства K := C0(Rn)× · · · ×C0(Rn) (n сомножителей). Значит,
по теореме Хана–Банаха, он может быть продолжен до ограниченного линейно-
го функционала F̃ на K. Тогда, по теореме Рисса об общем виде ограниченного
линейного функционала, имеем интегральное представление

F̃{Pj(D)f}N
1 = [Q(D)f ](0) =

N∑

j=1

∫

Rn

[Pj(D)f ] dµj , f ∈ C∞
0 (Rn), (6)

где {µj}N
1 – конечные борелевские меры в Rn.

Обозначим Mj(ξ) := µ̂j(ξ), 1 6 j 6 N . Так как

[Q(D)f ](0) =
∫

Rn

Q̂(D)f(ξ) dξ =
∫

Rn

Q(ξ)f̂(ξ) dξ

и ∫

Rn

Pj(D)f dµj =
∫

Rn

P̂j(D)f(ξ)µ̂j(ξ) dξ =
∫

Rn

Pj(ξ)f(ξ)Mj(ξ) dξ

для всех j ∈ {1, . . . , N} и f ∈ C∞
0 (Rn), то из представления (6) получаем:

∫

Rn

Q(ξ)f̂(ξ) dξ =
∫

Rn

[ N∑

j=1

Mj(ξ)Pj(ξ)
]
f̂(ξ) dξ, f ∈ C∞

0 (Rn).

Так как множество функций {f̂ : f ∈ C∞
0 (Rn)} плотно в L2(Rn), из последнего

равенства вытекает тождество (5).
(ii) Достаточность. Пусть выполнено тождество (5). Умножая обе его части

на f ∈ C∞
0 (Rn), получим

Q̂(D)f(ξ) =
N∑

j=1

Mj(ξ)P̂j(D)f(ξ), f ∈ C∞
0 (Rn). (7)

Так как Mj(·) – мультипликаторы в L∞(Rn), то существуют линейные ограни-
ченные в L∞(Rn) операторы Tj такие, что

Q̂(D)f(ξ) =
N∑

j=1

F [Tj(Pj(D)f)](ξ), f ∈ C∞
0 (Rn). (8)
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Применим теперь к обеим частям (8) обратное преобразование Фурье F−1:

[Q(D)f ](x) =
N∑

j=1

Tj(Pj(D)f)(x), f ∈ C∞
0 (Rn). (9)

Обозначая C := max16j6N ‖Tj‖L∞→L∞ (< ∞), имеем

‖Tj(Pj(D)f)‖∞ 6 C‖Pj(D)f‖∞, 1 6 j 6 N, f ∈ C∞
0 (Rn),

что вместе с (9) влечет априорную оценку (4). Теорема полностью доказана. ¤
Так как мультипликаторы Mj(·) в тождестве (5) ограничены, из теоремы 1 де

Лю и Миркила вытекает важное следствие.
Следствие 1. Из априорной оценки (4) для дифференциальных операторов

Q(D) и {Pj(D)}N
1 вытекает алгебраическое неравенство для их символов:

|Q(ξ)| 6 C
N∑

j=1

|Pj(ξ)|, ξ ∈ Rn. (10)

Замечание 1. Неравенство (10) справедливо при выполнении априорной оцен-
ки (4) в норме Lp(Rn) для любого p ∈ [1,∞] (см. [9]).

Определение 3. Назовем координатным подпространством в Rn размер-
ности k ∈ [0, n] подмножество в Rn вида

Lk = {ξ ∈ Rn : ξj1 = ξj2 = · · · = ξjn−k
= 0},

где 1 6 j1 < j2 < · · · < jn−k 6 n – возрастающая последовательность индексов.
При k = 0 L0 = {0}, а при k = n полагаем Ln := Rn.

Ввиду важности следующего результата приведем его с доказательством.
Лемма 1 (Бомана). [7] Пусть M(·) – мультипликатор в L∞(Rn) и r1, . . . , rq

(q 6 n) – ненулевые вещественные числа. Рассмотрим функцию

Mt(ξ) := M(tr1ξ1, . . . , t
rqξq, ξq+1, . . . , ξn), ξ ∈ Rn. (11)

Тогда существует предел

lim
t→+∞Mt(ξ) = Λ(ξq+1, . . . , ξn), ξ ∈ Rn, (12)

где Λ(·) – мультипликатор в L∞(Rn−q) при q < n и константа при q = n.
Доказательство. Из свойств мультипликаторов в L∞(Rn) вытекает, что функ-

ции Mt ∈ M (Rn) для любого t > 0. Обозначим через µt ∈ BV (Rn) конечную меру,
порождающую функцию Mt(·) вида (11), т. е. µ̂t(ξ) = Mt(ξ). Далее, для функции
ϕ(·) ∈ C0(Rn) полагаем

ϕt(ξ) := ϕ(tr1ξ1, . . . , t
rqξq, ξq+1, . . . , ξn), ξ ∈ Rn. (13)
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Ясно, что ∫

Rn

ϕ(ξ) dµt(ξ) =
∫

Rn

ϕt(ξ) dµ1(ξ), ϕ ∈ C0(Rn).

Без ограничения общности можно предположить, что rj > 0 при 1 6 j 6 k и
rj < 0 при k + 1 6 j 6 q, где k 6 q. Пусть χ(·) – характеристическая функция
начала координат в R. Тогда

lim
t→+∞ϕt(ξ) = ϕ(0, . . . , 0, ξq+1, . . . , ξn) ·

k∏

j=1

χ(ξj) := Ψ(ξ), ξ ∈ Rn. (14)

Так как функции (13) равномерно ограничены (по параметру t) и функция
Ψ(·) µ-измерима, то по теореме Лебега об ограниченной сходимости имеем

lim
t→+∞

∫

Rn

ϕ(ξ) dµt(ξ) = lim
t→+∞

∫

Rn

ϕt(ξ) dµ1(ξ) =
∫

Rn

Ψ(ξ) dµ1(ξ). (15)

Определим теперь конечную меру µ ∈ BV (Rn) равенством
∫

Rn

ϕ(ξ) dµ(ξ) :=
∫

Rn

Ψ(ξ) dµ1(ξ), ϕ ∈ C0(Rn), (16)

где Ψ(·) – функция (14). Из (15) и (16) следует, что

lim
t→+∞

∫

Rn

ϕ(ξ) dµt(ξ) =
∫

Rn

ϕ(ξ) dµ(ξ), ϕ ∈ C0(Rn), (17)

т. е. последовательность мер µt слабо сходится к мере µ при t → +∞. Тогда для
каждой функции ϕ(·) ∈ C0(Rn), равной нулю на координатном подпространстве
L := {ξ ∈ Rn : ξ1 = · · · = ξq = 0}, предел (14) равен нулю тождественно, Ψ ≡ 0, и
в силу (16) и (17)

∫

Rn

ϕ(ξ) dµ(ξ) = 0, ϕ ∈ C0(Rn) : ϕ = 0 на L.

Последнее равенство означает, что носитель меры µ содержится в L и, значит,
функция Λ(ξ) := µ̂(ξ) не зависит от ξ1, . . . , ξq. Но из слабой сходимости мер
µt → µ вытекает поточечная сходимость их преобразований Фурье µ̂t(·) → µ̂(·),
или Mt(·) → Λ(·) при t → +∞, т. е. соотношение (12). Лемма доказана. ¤

3. Теорема Бомана и многогранник Ньютона. Пусть B – некоторое под-
множество в Rn. Если B ⊂ Lk, где Lk – k-мерное линейное подмногообразие в Rn,
то обозначим через intk(B) множество внутренних точек B относительно индуци-
рованной метрики в Lk. Это понятие определено корректно, так как не зависит
от выбора подмногообразия Lk: если B ⊂ Lk ∩ L′k, где dimLk = dimL′k = k, то
intk(B) = ∅. Отметим, что при k = n intn(B) = int(B), а при k = 0 полагаем
int0(B) := B.
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В работе [7] Боман получил необходимые и достаточные условия подчиненно-
сти дифференциального монома в L∞(Rn) произвольной системе других мономов.
Приведем сначала этот результат в том виде, в котором он изложен в [7].

Теорема 2 (Бомана). [7] Пусть β ∈ Zn
+ и A – конечное подмножество Zn

+.
Тогда следующие условия эквивалентны:

(A) существует константа C такая, что

‖Dβf‖∞ 6 C
∑

α∈A

‖Dαf‖∞, f ∈ C∞
0 (Rn); (18)

(B) существует целое k ∈ [0, n] и k-мерное линейное подмногообразие Lk ⊂ Rn,
параллельное k-мерному координатному подпространству в Rn, такое, что

β ∈ intk (ch(Lk ∩A )) .

Мы видим, что наличие априорной оценки (18) – условия (A) – связано с выпол-
нением некоторого геометрического условия (B), в котором фигурирует выпуклое
тело, образованное мультииндексами мономов в правой части (18). Для большей
наглядности удобно ввести в рассмотрение это тело в общей ситуации.

Определение 4. [3, 8] Пусть {Aj}N
j=1 – ко-

Рис. 1. Пример м. Н. полинома P

нечные подмножества в Zn
+. Многогранником

Ньютона (м. Н.) системы полиномов

Pj(ξ) =
∑

α∈Aj

ajαξα, 1 6 j 6 N,

будем называть выпуклую оболочку объединения
множеств Aj и обозначать ее через

N (P1, . . . , PN ) := ch∪N
j=1Aj .

Геометрически многогранник Ньютона представляет собой замкнутое ограни-
ченное тело, полученное пересечением конечного числа гиперпространств вида
a1ξ1 + · · ·+ anξn 6 c в Rn (см. рис. 1).

Сделаем важное для дальнейшего уточнение. Так как подчиненность
Q ∈ L (P1, . . . , PN ) мы определили как условие, эквивалентное априорной оцен-
ке (2), то из-за наличия в ее правой части нормы ‖f‖ тождественного оператора
If = f целесообразно считать, что в многогранник Ньютона как одного опера-
тора, так и системы нескольких операторов всегда входит начало координат
0 := (0, . . . , 0) независимо от того, содержится ли константа в записи соответству-
ющих символов.

Для дальнейшего важен вопрос о том, что мы будем считать гранями много-
гранника N . Казалось бы, геометрически этот вопрос ясен. Грани – это участки
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границы ∂N , полученные ее пересечением с линейными подмногообразиями в Rn

различной размерности. В число граней целесообразно включить не только гипер-
плоскости (размерности n−1), но и вершины (размерности 0), ребра (размерности
1) и т. д. Но такое геометрическое определение неудобно с точки зрения опериро-
вания с аналитическими объектами. Приведем наиболее удачное, на наш взгляд,
определение грани многогранника.

Определение 5. [3, 8] Пусть N – многогранник, ν – произвольный единичный
вектор в Rn (т. е. |ν| = 1). Множество

Γ := {ξ ∈ Rn : 〈ξ, ν〉 = max
η∈N

〈η, ν〉} (19)

назовем гранью многогранника N , а вектор ν – ее внешней нормалью.
Данным определением непустое множество Γ определено однозначно, так как

для каждого единичного вектора ν непрерывная функция 〈η, ν〉 = η1ν1 + · · ·+ηnνn

достигает своего наибольшего значения на компакте N . Кроме того, определе-
ние 5 восходит к принципам линейного программирования: грань Γ получается
как пересечение опорной «гиперплоскости уровня» 〈η, ν〉 = C, перпендикулярной
вектору ν, с многогранником N , при наибольшем возможном значении C. Это
пересечение может произойти как в одной точке (вершине многогранника – грани
размерности 0), по отрезку прямой (ребру многогранника – грани размерности 1)
и т. д., так и по части гиперплоскости – грани размерности n− 1.

Заметим также, что внешняя нормаль грани

Рис. 2. Грань м. Н. полинома P

Γ может определяться неоднозначно, т. е. грань
может иметь более одной внешней нормали. Вме-
сте с тем каждому единичному вектору ν соот-
ветствует единственная грань Γ по правилу (19)
(см. рис. 2).

Исходя из определения 5, теперь легко дать
аналитическое описание внутренних, граничных
и внешних точек многогранника N :

1) β – внутренняя точка N (β ∈ intN ) то-
гда и только тогда, когда для любого единичного

вектора ν справедливо неравенство 〈β, ν〉 < maxη∈N 〈η, ν〉;
2) β – граничная точка N (β ∈ ∂N ) тогда и только тогда, когда β ∈ N и

найдется единичный вектор ν такой, что 〈β, ν〉 = maxη∈N 〈η, ν〉;
3) β – внешняя точка N (β 6∈ N ) тогда и только тогда, когда найдется еди-

ничный вектор ν такой, что 〈β, ν〉 > maxη∈N 〈η, ν〉.
Кроме того, ясно, что число граней любого многогранника Ньютона конечно.

В самом деле, м. Н. N задается системой линейных неравенств вида

〈ξ, ν〉 6 max
η∈N

〈η, ν〉 := C, |ν| = 1, (20)

среди которых лишь конечное число линейно независимых и, значит, число еди-
ничных векторов ν в системе (20), которые и определяют совокупность различных
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граней N , также конечно (см. [3]).
С помощью многогранника Ньютона дадим другую формулировку теоремы 2

Бомана, приведенной в начале этого пункта.
Теорема 2’. [7] Пусть A – конечное подмножество в Zn

+, β ∈ Zn
+ и N –

многогранник Ньютона системы мономов {ξα}α∈A . Тогда априорная оценка (18)
выполнена тогда и только тогда, когда β – либо внутренняя точка многогран-
ника N , либо принадлежит его грани, параллельной одному из k-мерных коорди-
натных подпространств в Rn, где 0 6 k 6 n− 1.

4. Первое обобщение теоремы Бомана.Из теоремы 2, в частности, следует,
что если справедлива оценка (18) для дифференциальных мономов, то β ∈ N ,
т. е.точка β не может быть внешней для многогранника Ньютона N . Этот факт
легко обобщается на случай м. Н. произвольной системы полиномов. В частности,
для априорной оценки

‖Dβf‖∞ 6 C
N∑

j=1

‖Pj(D)f‖∞, f ∈ C∞
0 (Rn) (21)

это является тривиальным следствием теоремы 2. В самом деле, обозначая мно-
жество мульииндексов, входящих в запись полинома Pj(ξ), через Aj (1 6 j 6 N),
получим, что из неравенства (21) вытекает оценка

‖Dβf‖∞ 6 C ′
N∑

j=1

∑

α∈Aj

‖Dαf‖∞, f ∈ C∞
0 (Rn),

откуда, по теореме 2, β ∈ N
({ξα}α∈∪Aj , 16j6N

)
= N (P1, . . . , PN ).

Докажем аналогичное свойство в случае, ко-

Рис. 3. Иллюстрация к теореме 3

гда в левой части (21) вместо дифференциаль-
ного монома Dβ стоит произвольный оператор
Q(D).

Теорема 3. Если для дифференциальных по-
линомов Q(D) и {Pj(D)}N

1 справедлива априор-
ная оценка (4), то справедливо включение

N (Q) ⊂ N (P1, . . . , PN ).

Доказательство. Пусть

Q(ξ) =
∑

α∈A0

a0,αξα, Pj(ξ) =
∑

α∈Aj

aj,αξα, 1 6 j 6 N, (22)

где {Aj}N
0 – конечные подмножества в Zn

+. Предположим противное, т. е. что A0 6⊂
6⊂ N := N (P1, . . . , PN ) = ch∪N

j=1Aj . Значит, найдется мультииндекс β ∈ A0 такой,
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что β 6∈ N . Это означает (см. классификацию точек м. Н. выше), что найдется
единичный вектор ν ′ такой, что

〈β, ν ′〉 > max
η∈N

〈η, ν ′〉. (23)

При t > 0 рассмотрим вектор-функцию

ξ(t) := (ξ1t
ν ′1 , ξ2t

ν ′2 , . . . , ξntν
′
n), где ξk 6= 0, 1 6 k 6 n. (24)

Согласно следствию 1, из априорной оценки (4) вытекает алгебраическое нера-
венство (10) для символов Q(ξ) и {Pj(ξ)}N

1 соответствующих дифференциальных
полиномов. Подставляя (24) в (10), получим:

∣∣∣∣a0,βξβ · t〈β,ν ′〉 +
∑

α∈A0\{β}
a0,αξα · t〈α,ν ′〉

∣∣∣∣ 6 C
N∑

j=1

∣∣∣∣
∑

α∈Aj

aj,αξα · t〈α,ν ′〉
∣∣∣∣. (25)

Деля теперь обе части (25) на t〈β,ν ′〉, с учетом (23) и того, что Aj ⊂ N для всех
j ∈ {1, . . . , N}, получим:

∣∣∣∣a0,βξβ +
∑

α∈A0\{β}
a0,αξα · t〈α−β,ν ′〉

∣∣∣∣ 6 o(t), t → +∞. (26)

Неравенство (26) противоречиво, так как по нашему предположению a0,β 6= 0.
В самом деле, если в левой части (26) есть слагаемые с неотрицательной степенью
t, то в силу линейной независимости мономов {ξα}α∈A0 над полем C эти степе-
ни не сократятся и поэтому выражение в левой части (26) не стремится к нулю
при t → +∞. Если же 〈α − β, ν ′〉 < 0 для всех α ∈ A0 \ {β}, то выражение в
левой части (26) при t → +∞ стремится к |a0,βξβ| 6= 0. Полученное противоречие
доказывает теорему. ¤

5. Второе обобщение теоремы Бомана. Обратимся теперь к понятию глав-
ной части дифференциального полинома. Стандартное ее определение гласит, что,
скажем, если

P (D) =
∑

|α|6l

aαDα

– оператор порядка l, то главная его часть определяется как сумма тех слагаемых,
входящих в запись P (D), порядок которых в точности равен l, т. е.

P l(D) :=
∑

|α|=l

aαDα.

Геометрически это означает, что в полиноме P (ξ) взяты мономы ξα, лежащие на
грани м. Н. N (P ), соответствующей опорной гиперплоскости |α| = l, отсекающей
на осях координат точки вида (0, . . . , l, . . . , 0). При этом остальные возможные
грани многогранника N (P ) не принимаются во внимание.
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Для дальнейшего целесообразно расширить понятие главной части дифферен-
циального оператора, отнеся к ней мономы, лежащие на каждой из граней его
м. Н. То есть главных частей у данного оператора может быть несколько.

Определение 6. [3] Пусть P (ξ) =
∑

α∈A aαξα – полином, N (P ) – его много-
гранник Ньютона. Пусть также ν – произвольный единичный вектор из Rn, Γ –
соответствующая грань м. Н. N (P ). Тогда ν -главной частью полинома P (ξ)
(относительно N (P )) будем называть следующий полином:

P ν(ξ) :=
∑

α∈Γ∩A

aαξα.

Ясно, что так как граней у многогранника Ньютона N (P ) конечное число, то
и число ν -главных частей полинома P (ξ) также конечно.

Зададимся вопросом, какие условия необходимы для выполнения априорной
оценки (4) в случае, если в записи полинома Q(ξ) содержатся мономы ξα с муль-
тииндексами α, являющимися граничными точками многогранника N (P ).

Теорема 4. Пусть операторы Q(D) и {Pj(D)}N
1 удовлетворяют априорной

оценке (4), Qν(ξ) и {P ν
j (ξ)}N

1 – ν -главные части соответствующих им символов
относительно многогранника Ньютона N (P1, . . . , PN ) системы {Pj(ξ)}N

1 . Тогда:
(i) если все компоненты вектора ν отличны от нуля, т. е. соответствующая

грань м. Н. N (P ) не параллельна ни одной из осей координат, то справедливо
тождество

Qν(ξ) =
N∑

j=1

cjP
ν
j (ξ), ξ ∈ Rn

с некоторыми константами cj ∈ C (1 6 j 6 N);
(ii) если ровно k ( 0 < k < n) компонент вектора ν равны нулю, например,

νj 6= 0 при 1 6 j 6 n− k и νj = 0 при n− k + 1 6 j 6 n, т. е. соответствующая
ему грань м. Н. N (P ) параллельна k-мерному координатному подпространству

Lk := {ξ ∈ Rn : ξn−k+1 = · · · = ξn = 0},

то справедливо тождество

Qν(ξ) =
N∑

j=1

Λj(ξn−k+1, . . . , ξn) P ν
j (ξ), ξ ∈ Rn,

где Λj(·) – мультипликаторы в L∞(Rk) (1 6 j 6 N).
Доказательство. Пусть полиномы Q(·) и {Pj(·)}N

1 имеют вид (22). Обозначим

d := max
η∈N (P )

〈η, ν〉,
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так что все точки α ∈ ∪N
j=1Aj удовлетворяют неравенству 〈α, ν〉 6 d. Так как по

теореме 3 A0 ⊂ N (Q) ⊂ N (P1, . . . , PN ), то этому же неравенству удовлетворяют
и точки α ∈ A0. Таким образом, полиномы Q(ξ) и {Pj(ξ)}N

1 можно записать в виде

Q(ξ) =
∑

α∈A0: 〈α,ν〉=d

a0,αξα +
∑

α∈A0: 〈α,ν〉<d

a0,αξα = Qν(ξ) + . . . (27)

и

Pj(ξ) =
∑

α∈Aj : 〈α,ν〉=d

aj,αξα +
∑

α∈Aj : 〈α,ν〉<d

aj,αξα = P ν
j (ξ) + . . . , 1 6 j 6 N, (28)

где многоточие обозначает суммы мономов ξα, отвечающих неравенству 〈α, ν〉 < d.
Согласно теореме 1, априорная оценка (4) эквивалентна тождеству (5), в кото-

ром Mj(·) – мультипликаторы в L∞(Rn), 1 6 j 6 N . Как и в теореме 3, рассмотрим
вектор-функцию (24) и подставим ее в неравенство для символов (10). С учетом
представлений (27) и (28) имеем:

Qν(ξ) · td + o(td) =
N∑

j=1

Mj(ξ1t
ν1 , . . . , ξntνn)

[
P ν

j (ξ) · td + o(td)
]
, t → +∞.

Деля обе части последнего тождества на td и переходя к пределу при t → +∞,
получим:

Qν(ξ) =
N∑

j=1

[
lim

t→+∞Mj(ξ1t
ν1 , . . . , ξntνn)

]
P ν

j (ξ). (29)

Согласно лемме 1 Бомана, пределы в квадратных скобках в (29) существуют и
соответственно равны:

1) некоторым константам cj ∈ C, если все компоненты вектора ν отличны от
нуля (пункт (i));

2) некоторым мультипликаторам Λj(ξn−k+1, . . . , ξn) в L∞(Rk), если первые n−k
компонент вектора ν отличны от нуля, а последние k равны нулю (пункт (ii)).
Теорема полностью доказана. ¤

Замечание 2. Отметим связь между теоремой 4 и теоремой 2 Бомана. Пусть
Q(D) = Dβ и {Dα}α∈A – дифференциальные мономы, для которых справедлива
априорная оценка (18). Пусть β ∈ Γ, где Γ – грань м. Н. N ({ξα}α∈A ), не парал-
лельная осям координат. Тогда согласно теореме 4 (i) имеет место тождество

ξβ =
∑

α∈A ∩Γ

cj ξα,

возможное лишь в случае, когда β ∈ A , поскольку мономы ξβ и {ξα}α∈A линей-
но независимы. Значит, при наличии оценки (18) точка β, отличная от точек
α ∈ A , не может лежать на грани м. Н. системы мономов {ξα}α∈A , не парал-
лельной координатным плоскостям, что соответствует условию (B) теоремы 2.
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6. Приложение к оценкам для дифференциальных операторов. В этом
пункте применим результаты, полученные выше (теоремы 3 и 4), для описания
пространства L (P1, . . . , PN ). Мы ограничимся случаем одного оператора P (D),
являющегося тензорным произведением двух других, т. е. оператора вида (3). Ра-
нее было отмечено, что интерес представляет случай, когда операторы-сомножи-
тели P1 и P2 эллиптичны, причем один их них однороден (не содержит младших
членов), а другой – невырожден (его символ не обращается в нуль при веществен-
ных значениях переменных). Рассмотрим один такой пример.

Теорема 5. Пусть n = 3, P1(D1, D2) = ∆l, где ∆ := D2
1 + D2

2 – оператор
Лапласа, P2(D3) := D3 + i и P (D) := P1(D) ⊗ P2(D). Тогда включение Q ∈ L (P )
справедливо тогда и только тогда, когда

Q(ξ) =
∑

|β|<2l, β3=0

aβξ′β + C1P1(ξ′) + C2ξ3P1(ξ′), ξ′ = (ξ1, ξ2) ∈ R2, (30)

где aβ, C1, C2 – произвольные постоянные.
Доказательство. (i) Необходимость. Пусть Q ∈ L (P ), где Q(ξ) =

∑
α∈A0

aαξα

(A0 – конечное подмножество Z3
+). По теореме 3 A0 ⊂ N (P ), где N (P ) – м. Н.

полинома P (ξ). В нашем случае N (P ) является выпуклой оболочкой мультиин-
дексов 0 = (0, 0, 0), {(α′, 0)}|α′|=2l и {(α′, 1)}|α′|=2l, где α′ := (α1, α2).

Так как каждая из двух последних совокупностей точек лежит на одной пря-
мой, то в качестве образующих м. Н. N (P ) можно оставить лишь концы соответ-
ствующих двух отрезков, а также начало координат. Таким образом, м. Н. поли-
нома P (ξ) представляет собой четырехугольную пирамиду OABCD с вершинами
O(0, 0, 0), A(2 l, 0, 0), B(0, 2 l, 0), C(0, 2 l, 1) и D(2 l, 0, 1). Основанием этой пирами-
ды служит прямоугольник ABCD со сторонами AB = 2 l

√
2 и BC = 1, а боковая

грань OAB перпендикулярна плоскости основания ABCD (см. рис. 4).
Из геометрических соображений ясно, что вну-

Рис. 4. Иллюстрация к теореме 5

три и на границе пирамиды OABCD могут ле-
жать лишь точки β ∈ Z3

+, для которых β1 + β2 6
6 2 l и β3 6 1. Причем если β ∈ N (P ) и β3 =
= 1, то β1 + β2 = 2 l. Другими словами, пирамида
OABCD не содержит внутренних целочислен-
ных точек.

Пусть β принадлежит прямоугольнику ABCD,
т. е. β1 + β2 = 2 l. Рассмотрим ν -главные части
Qν(ξ) и P ν(ξ) полиномов Q(ξ) и P (ξ), соответ-
ствующие грани ABCD. Эта грань перпендику-

лярна плоскости ξ3 = 0 и пересекает ее по прямой ξ1+ξ2 = 2 l, поэтому ν = (1, 1, 0).
Тогда

Qν(ξ) =
∑

β1+β2=2 l, β361

aβξβ =: Q1(ξ′) + ξ3Q2(ξ′), P ν(ξ) = P (ξ) = P1(ξ′)(ξ3 + i).
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Тогда по теореме 4 найдется Λ(·) ∈ M (R) такой, что Qν(ξ) = Λ(ξ3)P ν(ξ), т. е.

Q1(ξ′) + ξ3Q2(ξ′) = Λ(ξ3)P1(ξ′)(ξ3 + i), ξ = (ξ′, ξ3) ∈ R3. (31)

Подставим ξ3 = 0 в тождество (31), получим:

Q1(ξ′) = iΛ(0)P1(ξ′) =: CP1(ξ′). (32)

Подставим теперь ξ3 = 1 в тождество (31). С учетом (32) получим

CP1(ξ′) + Q2(ξ′) = (1 + i)Λ(1)P1(ξ′) := C ′P1(ξ′),

откуда

Qν(ξ) = Q1(ξ′) + ξ3Q2(ξ′) = CP1(ξ′) + ξ3(C ′ − C)P1(ξ′) =: (C1 + C2ξ3)P1(ξ′).

Таким образом, полином Q(ξ) имеет вид

Q(ξ) = Qν(ξ) +
∑

β1+β2<2 l, β3=0

aβξ′β,

т. е. вид (30).
(ii) Достаточность. Покажем, что оператор Q(D) с символом (30) принадле-

жит L (P ) для всех значений констант aβ , C1 и C2.
В самом деле, оператор P1(D) = ∆l = (D2

1 + D2
2)

l эллиптический порядка 2 l и,
значит, Dβ ∈ L (P1) при |β| < 2 l (см. введение). Поэтому в силу теоремы 1 де Лю
и Миркила найдутся M(·), N(·) ∈ M (R2) такие, что

ξ′β = M(ξ′)P1(ξ′) + N(ξ′), |β| < 2 l.

Кроме того, функции M1(ξ3) = (ξ3 + i)−1 и M2(ξ3) := ξ3(ξ3 + i)−1 являются
мультипликаторами в L∞(R) (см. п. 2), поэтому

ξ′β = M(ξ′)M1(ξ)P (ξ) + N(ξ′), |β| < 2 l

и
P1(ξ′) = M1(ξ3)P1(ξ′)(ξ3 + i), ξ3P1(ξ′) = M2(ξ3)P1(ξ′)(ξ3 + i).

Для завершения доказательства осталось снова применить теорему 1. ¤
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D.V. Limanskii
Generalizations of Boman’s theorem and a priori estimates for systems of minimal diffe-
rential operators.

In the paper generalizations of known Boman’s theorem on estimates in L∞(Rn) for differential
monomials to the case of arbitrary differential operators are obtained. Besides this, application of
these results for proving a priori estimates for a tensor product of minimal differential polynomials in
L∞(Rn) is considered.

Keywords: differential polynomial, a priori estimate, Newton polyhedron.
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ, СВЯЗАННЫЕ С ПОЛОЖИТЕЛЬНО
ОПРЕДЕЛЕННЫМИ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

В статье рассматриваются положительно определенные кусочно-линейные финитные функции,
их свойства и связи с выпуклыми конусами неотрицательных тригонометрических и алгебраи-
ческих многочленов. Также рассмотрены некоторые связанные с ними задачи.
Ключевые слова: положительно определенные функции, кусочно-линейные функции, теорема
Бохнера–Хинчина, неотрицательные тригонометрические полиномы.

1. Введение. Пусть G – абелева группа. Комплекснозначная функция f : G →
→ C называется положительно определенной на G (f ∈ Φ(G)), если при любом n ∈
∈ N, и для любых элементов {xi}n

i=1 ⊂ G, а также для любого набора комплексных
чисел {ci}n

i=1 ⊂ C выполнено неравенство

n∑

i,j=1

cicjf(xi − xj) > 0.

В работе [1] авторами была рассмотрена и решена следующая задача Р.М. Три-
губа.

Задача 1. Для заданных α ∈ (0, 1) и h ∈ R чётная функция fα,h определяется
следующим образом: fα,h(x) = 0 при x ∈ [1, +∞), а на каждом отрезке [0, α] и
[α, 1] функция fα,h является линейной и fα,h(0) = 1, fα,h(α) = h, fα,h(1) = 0. Для
каждого фиксированного α ∈ (0, 1) требуется найти множество всех h ∈ R, для
которых функция fα,h ∈ Φ(R).

Следующая теорема (см. [1]) даёт решение данной задачи.
Теорема 1. Пусть α ∈ (0, 1), h ∈ R. Тогда функция fα,h ∈ Φ(R) ⇐⇒ m(α) 6

6 h 6 1− α, где m(α) = 0, если 1/α 6∈ N, и m(α) = −α, если 1/α ∈ N.
Символом S1(n), n ∈ N обозначим множество чётных, непрерывных, кусочно-

линейных функций с узлами в точках {k/(n + 1)}k∈Z, равных нулю на промежут-
ках (−∞,−1] и [1, +∞). Очевидно, что S1(n) является линейным пространством
размерности dimS1(n) = n + 1. Рассмотрим следующую задачу.

Задача 2. Пусть n ∈ N и h := (h1, . . . , hn) ∈ Rn, функцию fn,h ∈ S1(n) опреде-
лим следующим образом: fn,h(0) = 1, fn,h(1) = 0, fn,h(k/(n+1)) = hk, k = 1, . . . , n.
При фиксированном n ∈ N, требуется найти множество Pn := {h ∈ Rn : fn,h ∈
∈ Φ(R)}.

Пусть g(x) := (1− |x|)+. Из легко проверяемого интегрального представления

g(x) = 1/(2π)
∫
R

(sin2(t/2)/(t/2)2)eitxdt и определения положительно определённых
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функций следует, что fn,0(x) = g((n+1)x) ∈ Φ(R). Таким образом, 0 ∈ Pn для всех
n ∈ N и, значит, множества Pn не являются пустыми. Из теоремы 1 при α = 1/2
вытекает, что P1 = [−1/2, 1/2]. В общем случае, для произвольного n ∈ N опи-
сание множества Pn довольно трудная задача. С помощью следствия из теоремы
Бохнера–Хинчина (следствие 2) и леммы 2 (эквивалентность утверждений 1◦ и 2◦)
задача 2 сводится к нахождению всех таких h ∈ Rn, что

1 + 2
n∑

k=1

hk cos(kx) > 0, x ∈ [0, π). (1)

Хорошо известен критерий Рисса–Фейера (см. [2, Theorem B.1.4], [3, c. 92]) неотри-

цательности тригонометрических многочленов: если t(x) =
n∑

k=−n

cke
ikx, ck ∈ C, то

t(x) > 0 при x ∈ [−π, π) тогда и только тогда, когда t(x) = |q(x)|2, x ∈ [−π, π) для

некоторого многочлена q(x) =
n∑

k=0

dke
ikx, dk ∈ C . Пользуясь данным критерием,

можно показать, что h ∈ Pn ⇐⇒ 2hk =
n−k∑
p=0

dk+pdp, k = 0, . . . , n, h0 := 1 для

некоторого набора {dk}n
k=0 ⊂ R, т. е. задача сводится к вопросу о представимости

h в виде свёртки финитных последовательностей.
При конкретном h ∈ Rn для проверки неравенства (1) удобно перейти к ал-

гебраическим многочленам, сделав одну из замен x(t) = 2 arctg(
√

t) или x(t) =
= arccos(t). Кроме того, можно воспользоваться различными теоремами для под-
счёта и оценки числа действительных корней многочлена, например теоремыШтур-
ма, Фурье–Бюдана, Сильвестра (см. [4]), и получить достаточные условия неотри-
цательности (1) и, как следствие, положительной определённости fn,h.

С помощью замены x(t) := 2 arctg(
√

t) в (1), мы получим следующее неравен-
ство Mn,h(t)/(1 + t)n > 0 при t ∈ [0,+∞), где Mn,h – некоторый алгебраический
многочлен степени n с коэффициентами зависящими от h. В утверждении 2 найден
явный вид Mn,h для всех n ∈ N. Также в разделе 3 показано, что Pn – выпуклый
компакт и дано описание множества P2, а для n > 3 найдены подмножества Pn,
т. е. достаточные условия принадлежности fn,h ∈ Φ(R).

В связи с задачей 2 стоит отметить следующую теорему T.M. Bisgaard, Z. Sasvári
[5, 1.7.12], А.С. Белов [6, Теорема 1] (см. также [7, Theorem F]).

Теорема 2. Пусть d > 0, {ck}k∈Z – последовательность комплексных чисел
и f – кусочно-линейная функция с узлами в {(kd, ck)}k∈Z. Тогда f ∈ Φ(R) ⇐⇒
⇐⇒ {ck}k∈Z ∈ Φ(Z). Необходимость в данной теореме очевидна, так как если
H является подгруппой G, то Φ(G) ⊂ Φ(H). При условии четности и финитно-
сти f данная теорема совпадает с утверждением 1◦ ⇐⇒ 3◦ леммы 2. Данное
утверждение в [6] выводится при помощи критерия Рисса-Фейера.

Отметим также работы E. Lukacs и O. Szász [8, 9, 10], в которых рассматри-
ваются рациональные положительно определенные функции и связанные с ними
неотрицательные тригонометрические полиномы специального вида.
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С задачей 2 тесно связана следующая задача.
Задача 3. Пусть n ∈ N и h ∈ Rn. Определим разностный оператор Gn,h на

функциях f : R→ C следующим образом:

Gn,h[f ](t) :=

(
I +

n∑

k=1

hkδk

)
f(t), δkf(t) := f(t + k) + f(t− k),

где I – тождественный оператор. Пусть K – некоторое подмножество комплексно-
значных функций на прямой. Для каждого n ∈ N требуется найти множество всех
h ∈ Rn, для которых Gn,h(Φ(R) ∩K) ⊂ Φ(R) ∩K.

В следствии 7 будет показано, что в случае K = C(R) ∩ L1(R) решения задач
2 и 3 совпадают. Дополнительную информацию об операторах вида Gn,h можно
найти в [11].

В разделе 4 рассматривается задача T. Gneiting и приводится её решение.
2. Вспомогательные факты и утверждения. Отметим следующие свой-

ства функций из Φ(G). Пусть f, fi ∈ Φ(G). Тогда:
1) |f(x)| 6 f(0), f(−x) = f(x), x ∈ G;
2) λ1f1 + λ2f2, f̄ , Re f , f1f2 ∈ Φ(G), где λi > 0;
3) если для всех x ∈ G существует конечный предел lim

n→∞ fn(x) = g(x), то g ∈ Φ(G);

4) если дополнительно G – вещественное линейное пространство, то для любого
λ ∈ R f(λx) ∈ Φ(G).

Доказательство свойств 1)–4) можно найти, например, в [2]. Пусть G – ЛКА
(локально компактная абелева) группа. Обозначим Ĝ двойственную к группе G
группу, т. е. группу непрерывных гомоморфизмов χ : G → T, 〈x, χ〉 := χ(x). Для
суммируемой (относительно меры Хаара) функции f ∈ L1(G) преобразование Фу-
рье с точностью до положительной константы определяется следующим образом:

f̂(χ) :=
∫

G

f(x)〈x, χ〉dx, χ ∈ Ĝ,

где dx – мера Хаара. Если наделить Ĝ топологией равномерной сходимости на
компактах, то группа Ĝ сама превращается в ЛКА группу. В 1940 году А. Вейль,
Д.А. Райков и А.Я. Повзнер независимо обобщили теорему Бохнера–Хинчина на
случай ЛКА групп.

Теорема 3. Пусть G – ЛКА группа. Тогда функция f ∈ C(G)∩Φ(G) тогда и
только тогда, когда существует конечная неотрицательная борелевская мера µ
на Ĝ такая, что

f(x) =
∫

Ĝ

〈x, χ〉dµ(χ), x ∈ G.

Доказательство можно найти, например, в [2, 12, 13]. Как следствие, получаем
следующий критерий положительной определенности для непрерывных интегри-
руемых функций (см. например [2, Theorem 1.9.6]).
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Следствие 1. Если f ∈ C(G) ∩ L1(G), то f ∈ Φ(G) ⇐⇒ f̂(χ) > 0, χ ∈ Ĝ.
В случае групп Rn,T и Z получаем следующие утверждения:

Следствие 2. Если f ∈ C(Rn) ∩ L1(Rn), то f ∈ Φ(Rn) ⇐⇒ f̂(t) > 0, t ∈ Rn,
где

f̂(t) :=
∫

Rn

f(x)e−itxdx, t ∈ Rn.

Следствие 3. Если f ∈ C(T), то f ∈ Φ(T) ⇐⇒ f̂(k) > 0, k ∈ Z, где

f̂(k) :=
1
2π

∫

T

f(x)e−ikxdx, k ∈ Z.

Следствие 4. Если f ∈ L1(Z), то f ∈ Φ(Z) ⇐⇒ f̂(t) > 0, t ∈ T, где

f̂(t) :=
∑

k∈Z
f(k)eikt, t ∈ T.

Доказательства последних трёх следствий без обращения к абстрактной тео-
реме Бохнера можно найти в [5]. Также нам потребуется следующее неравенство
Боаса–Каца [14].

Теорема 4. Пусть f ∈ Φ(R) ∩ C(R) и supp zf ⊂ [−A,A], где A > 0. Тогда

|f(x)| 6 f(0) cos
π

dA/xe+ 1
, |x| 6 A, (2)

где dae – наименьшее целое число, для которого a 6 dae. Причем, неравенство
точное, т. е. для любого x из [−A,A] найдется функция f ∈ Φ(R)∩C(R), supp f ⊂
⊂ [−A,A], на которой указанное неравенство обращается в равенство.

Отметим, что в работе [14] содержатся неточности. В частности, в неравен-
стве (2) (формулы (1.4), (3.4) в [14]) вместо dae стоит [a] – целая часть числа a.
Исправления неточностей содержится в пятом параграфе статьи Боаса [15].

3. Свойства множества Pn и его связь с задачей 3. Достаточные усло-
вия принадлежности Pn.

Утверждение 1. Пусть n ∈ N. Тогда Pn – выпуклый компакт.
Доказательство. Так как Pn ⊂ Rn, то требуется показать, что Pn – выпук-

лое, ограниченное, замкнутое множество. Далее, запись hi(k) будет означать i-ую
координату некоторой точки h(k) ∈ Rn.

1) Пусть h(1), h(2) ∈ Pn и h := λh(1) + (1 − λ)h(2), λ ∈ [0, 1]. Несложно про-
верить, что fn,h = λfn,h(1) + (1 − λ)fn,h(2). Таким образом, fn,h ∈ Φ(R) и, значит,
h ∈ Pn. Выпуклость доказана.

2) Пусть h ∈ Pn. Из неравенства |fn,h(x)| 6 f(0) = 1, x ∈ R следует, что
|fn,h(k/(n + 1))| = |hk| 6 1, k = 1 . . . n. Таким образом, ‖h‖∞ := max

k=1,n
|hk| 6 1.

Ограниченность доказана.
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3) Пусть {h(k)}∞k=1 ⊂ Pn и h(k) → h поточечно. Отсюда следует, что

fn,h(k)(i/(n + 1)) → fn,h(i/(n + 1)), k →∞, i = 1 . . . n.

Сходимость в точках x = 0 и x = 1 очевидна. Так как fn,h(k) – кусочно-линейная,

четная функция, то из сходимости в точках {i/(n+1)}n+1
i=0 вытекает, что fn,h(k)(x) →

→ fn,h(x) при любом x ∈ R. Таким образом, fn,h ∈ Φ(R) и, значит, h ∈ Pn. За-
мкнутость доказана. ¤

Лемма 2. Пусть n ∈ N и h ∈ Rn. Тогда следующие условия эквивалентны:
1◦ fn,h ∈ Φ(R);

2◦ tn(x) := 1 + 2
n∑

k=1

hk cos(kx) > 0, ∀x ∈ [0, π);

3◦ {hk}k∈Z ∈ Φ(Z), где h0 := 1, hk := 0, при k > n и hk = h−k для всех k ∈ Z.
Доказательство. Так как {hk}k∈Z финитна, то эквивалентность 2◦ ⇐⇒ 3◦

вытекает из следствия 4.
Докажем 1◦ ⇐⇒ 2◦. Напомним, что g(x) := (1 − |x|)+ и ĝ(t) = 4 sin2(t/2)/t2.

Несложно проверить, что fn,h представима в виде:

fn,h(x) =
∑

|k|6n

hkg((n + 1)x− k), x ∈ R,

где hk те же, что и в 3◦. Таким образом,

f̂n,h(t) =
∑

|k|6n

hk

n + 1
e−it k

n+1 ĝ

(
t

n + 1

)
=

=
1

n + 1

(
1 + 2

n∑

k=1

hk cos
(

kt

n + 1

))
ĝ

(
t

n + 1

)
, t ∈ R.

Очевидно, что неравенство f̂n,h(t) > 0, t ∈ R эквивалентно следующему неравен-
ству (n + 1)f̂n,h((n + 1)t) =: tn(t)ĝ(t) > 0, t ∈ R. Далее, так как tn – чётная, 2π-
периодическая функция, а ĝ неотрицательна на R, то из 2◦ и следствия 2 следует,
что fn,h ∈ Φ(R). Утверждение 2◦ ⇒ 1◦ доказано. Пусть теперь fn,h ∈ Φ(R). Тогда
из следствия 2 вытекает, что tn(t)ĝ(t) > 0 для всех t ∈ R. Таким образом, tn(t) > 0
для всех t, возможно, за исключением нулей ĝ. Но, так как tn непрерывна, а ĝ
имеет только изолированные нули, то tn(t) > 0 для всех t ∈ R, а, значит, и для
t ∈ [0, π). Утверждение 1◦ ⇒ 2◦ доказано. Лемма доказана. ¤

Следствие 5. Для любого n ∈ N множество Pn содержит окрестность нуля
в Rn.

Следствие 6. Пусть n ∈ N и h = (h1, . . . , hn) ∈ Pn. Тогда
1◦ (−h1, h2, . . . , (−1)khk, . . . , (−1)nhn) ∈ Pn;
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2◦ (0, h2, 0, . . . , ((−1)k + 1)hk/2, . . . , ((−1)n + 1)hn/2) ∈ Pn.
Доказательство. Пусть n ∈ N и h ∈ Pn. Тогда из леммы 2 следует неравенство

1 + 2
n∑

k=1

hk cos(kx) > 0, ∀x ∈ R. Подставим в него x = u + π. Получим, что 1+

+2
n∑

k=1

(−1)khk cos(ku) > 0, ∀u ∈ R. Применяя ещё раз лемму 2 получим утвержде-

ние 1◦. Утверждение 2◦ следует из выпуклости Pn и утверждения 1◦. ¤
Следствие 7. Пусть K = C(R) ∩ L1(R). Тогда множество Pn является ре-

шением задачи 3.
Доказательство. Надо воспользоваться следствием 2 и легко проверяемым со-

отношением δ̂kf(t) = 2 cos(kt)f̂(t), k ∈ N, f ∈ L1(R), а также леммой 2. ¤
Утверждение 2. Пусть n ∈ N и h ∈ Rn. Тогда следующие условия эквива-

лентны:
1◦ fn,h ∈ Φ(R);

2◦ Cn,h(x) := 1+2
n∑

k=1

hkTk(x) > 0 для всех x ∈ [−1, 1], где Tp(x) := cos(p arccos x),

x ∈ [−1, 1], p ∈ Z+ – многочлены Чебышева;

3◦ Mn,h(x) :=
n∑

k=0

akx
k > 0 для всех x ∈ [0, +∞), где ak = ξk0nh0 + 2

n∑
p=1

ξkpnhp,

h0 := 1, ξkpn :=
k∑

i=0
Ck−i

n βi(p), где β0(t) ≡ 1 и βi(t) :=
i∑

s=1
bist

2s при 1 6 i 6 n много-

члены степени 2i коэффициенты которых определяются следующим образом:

bis := (−1)s22s
∑

l∈Ais

1
l!

i−1∏

j=0

(
(−1)j

2j + 1

)lj+1

,

где l ∈ Zi
+ l! := l1! · · · li! и множество

Ais := {l ∈ Zi
+ :

i−1∑

j=0

(2j + 1)lj+1 = 2i, |l| :=
i∑

j=1

lj = 2s}.

Кроме того, многочлены Cn,h и Mn,h связаны следующим соотношением:

Mn,h(x) = (1 + x)nCn,h

(
1− x

1 + x

)
, x > 0.

Доказательство. Утверждение 1◦ ⇐⇒ 2◦ вытекает из леммы 2 и соотношения
tn(arccosx) = Cn,h(x), x ∈ [−1, 1]. Докажем 1◦ ⇐⇒ 3◦. Из леммы 2 следует, что

fn,h ∈ Φ(Rn) ⇐⇒ tn(x) =
n∑

j=0

h̃j cos(jx) > 0, ∀x ∈ [0, π),
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где h̃0 := h0 = 1, h̃j := 2hj , j = 1, . . . , n. Сделаем замену u = tg(x/2). Тогда
cos(x) = (1−u2)/(1+u2) и из соотношения, которое несложно получить из формулы
Эйлера,

cos(jx) =
[j/2]∑

i=0

(−1)iC2i
j cosj−2i x sin2i x, j = 0, . . . , n.

вытекает, что tn(x(u)) имеет вид:

tn(x(u)) :=

n∑
k=0

aku
2k

(1 + u2)n
, u ∈ [0, +∞).

Таким образом, fn,h ∈ Φ(Rn) ⇐⇒ Mn,h(u2) :=
n∑

k=0

aku
2k > 0 для всех u ∈ [0,+∞).

Найдём коэффициенты ak. Очевидно, что

ak(2k)! =
d2k

du2k

((
1 + u2

)n
tn

(
x(u)

))∣∣∣∣
u=0

.

d2k

du2k

((
1 + u2

)n
tn

(
x(u)

))
=

2k∑

i=0

Ci
2k

d2k−i

du2k−i
(1 + u2)n di

dui
tn

(
x(u)

)
=

=
2k∑

i=0

Ci
2k

d2k−i

du2k−i
(1 + u2)n ·

n∑

p=0

h̃p
di

dui
cos

(
p x(u)

)
.

Несложно проверить, что

d2k−i

du2k−i
(1 + u2)n

∣∣∣∣
u=0

=

{
C

k−i/2
n (2k − i)!, i - чётное ,

0, i - нечётное .

Таким образом,

d2k

du2k

(
(1 + u2)ntn(x(u))

) |u=0 =
n∑

p=0

(
k∑

i=0

C2i
2kC

k−i
n (2k − 2i)!

d2i

du2i
cos

(
p x(u)

)
)
∣∣∣∣
u=0

)
h̃p.

Осталось показать, что

βi(p)(2i)! =
d2i

du2i
cos

(
2p arctg(u)

)∣∣∣∣
u=0

.

Для этого воспользуемся формулой Фаа ди Бруно [16].

ds

dus
ψ(ϕ(u)) =

∑

l

s!
l!

ψ(|l|)(ϕ(u))
s∏

j=1

(
ϕ(j)(u)

j!

)lj

,
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где l := (l1, . . . , ls) ∈ Zs
+, |l| := l1 + · · ·+ ls, l! := l1! · · · ls! и суммирование происходит

по всем мультииндексам l таким, что
s∑

j=1
j ·lj = s. В качестве ϕ(u) возьмем arctg(u).

Так как
ds

dxs
cos

(
2 p x

)
= (2p)s cos

(
2 p x + sπ/2

)
,

d2i

du2i
cos

(
2p arctg(u)

)
=

∑

l

(2i)!(2p)|l| cos
(
2p arctg(u) + |l|π/2

)

l!

2i∏

j=1

(
arctg(j)(u)

j!

)lj

.

Значение arctg(j)(0)/j! соответствует j-му коэффициенту в разложении arctg(u) =

=
∞∑

k=0

(−1)kx2k+1/(2k + 1) и, значит, чётные координаты мультииндекса l можно

считать равными нулю. Таким образом,

d2i

du2i
cos(2p arctg(u))

∣∣∣∣
u=0

= (2i)!
∑

l

(2p)|l| cos( |l|π2 )
l!

i−1∏

j=0

(
(−1)j

2j + 1

)l2j+1

,

где суммирование ведется по всем мультииндексам l ∈ Z2i
+ таким, что

i−1∑

j=0

(2j + 1)l2j+1 = 2i и
i∑

j=0

l2j = 0.

Суммирование можно производить по l ∈ Z2i
+ , для которых |l| – чётное число, так

как в противном случае слагаемые равны нулю. Остаётся только сгруппировать
сумму по четным степеням p и перейти к мультииндексам из Zi

+.
Связь между многочленами Cn,h и Mn,h вытекает из соотношения arctg x =

= (1/2) arccos(1 − x2)/(1 + x2), x > 0, которое несложно проверить, используя
интегральное определение arctg x и arccosx. ¤

Пример 1. Выпишем M2,h и M3,h. Для этого нам потребуются многочлены
β0, β1, β2, β3. Приведем их. β0(t) ≡ 1, β1(t) = −2t2, β2(t) = (4/3)t2 + (2/3)t4 и
β3(t) = −1/45(46t2 + 40t4 + 4t6). Получим

M2,h(x) = (1− 2h1 + 2h2)x2 + (2− 12h2)x + 1 + 2h1 + 2h2,

M3,h(x) = (1− 2h1 + 2h2 − 2h3)x3 + (3− 2h1 − 10h2 + 30h3)x2+
+ (3 + 2h1 − 10h2 − 30h3)x + 1 + 2h1 + 2h2 + 2h3.

Из утверждения 2 можно получить различные достаточные условия положи-
тельной определённости fn,h. Например, если все коэффициенты ak(h), k = 0, . . . , n
многочлена Mn,h неотрицательны, то Mn,h(x) > 0 при x > 0 и fn,h ∈ Φ(R). В силу
линейной зависимости ak(h) от h, решения h ∈ Rn (h0 = 1) системы неравенств
ak(h) > 0, k = 0, . . . , n образуют выпуклый многогранник содержащийся в Pn.
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Для получения других достаточных условий можно воспользоваться теоремой
Фурье–Бюдана [4, с. 38].

Теорема 5. Пусть N(x) – число перемен знака в последовательности f(x),
f ′(x), . . . , f (n)(x), где f – многочлен степени n. Тогда число корней многочлена f
(с учётом их кратности), заключённых между a и b, где f(a) 6= 0, f(b) 6= 0 и
a < b, не превосходит N(a)−N(b).

Таким образом, если Cn,h(±1) > 0 и C
(q)
n,h(±1) > 0 при q = 1, . . . n, то h ∈ Pn.

Значения C
(q)
n,h(±1) при q = 0, . . . n можно выписать в явном виде. Для этого нам

потребуется следующая лемма.
Лемма 3. Пусть Tk(x) – многочлен Чебышева степени k. Тогда

T
(q)
k (1) =

q−1∏

i=0

k2 − i2

1 + 2i
, T

(q)
k (−1) = (−1)k+q

q−1∏

i=0

k2 − i2

1 + 2i
, q = 0, . . . , k.

При q = 0 под
q−1∏
i=0

подразумевается единица.

Доказательство. Пусть Tk(x) – многочлен Чебышева степени k. Найдём внача-
ле T

(q)
k (1). Далее будет использована связь Tk(x) и гипергеометрической функции

2F1(a, b; c; z) :=
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n!
, |z| < 1,

где (a)n := a(a+1) . . . (a+n− 1) = Γ(a+n)/Γ(a). Известно следующее выражение
Tk(x) через 2F1(a, b; c; z) (см. [17, c. 375]): Tk(1 − 2x) = 2F1(−k, k; 1/2; z). Отсюда
вытекает, что

dq

dxq
(Tk(1− 2x))|x=0 = (−2)q

q−1∏

i=0

k2 − i2

1 + 2i
.

Далее заметим, что
dq

dxq
(Tk(1− 2x)) = (−2)qT

(q)
k (1− 2x). Таким образом, выраже-

ние для T
(q)
k (1) доказано. Формула для T

(q)
k (−1) получается из T

(q)
k (1), если заме-

тить, что чётность Tk(x) совпадает с чётностью k. ¤
Отсюда, получаем следующие достаточные условия.
Утверждение 3. Пусть n ∈ N, h ∈ Rn. Если выполнены следующие неравен-

ства

1 + 2
n∑

k=1

hk > 0, 1 + 2
n∑

k=1

(−1)khk > 0,

n∑

k=q

hk

q−1∏

i=0

k2 − i2

1 + 2i
> 0,

n∑

k=q

hk(−1)k+q
q−1∏

i=0

k2 − i2

1 + 2i
> 0, q = 1, . . . , n,
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то h ∈ Pn.
Теорема 6. f2,h ∈ Φ(R) тогда и только тогда, когда выполнено одно из усло-

вий:
1. |h1| 6 2/3 и −1/2 + |h1| 6 h2 6 (1 +

√
1− 2h2

1)/4;

2. 2/3 6 |h1| 6
√

2/2 и
(
1−

√
1− 2h2

1

)
/4 6 h2 6 (

(
1 +

√
1− 2h2

1

)
/4.

Для доказательства теоремы нам потребуется следующая очевидная лемма.
Лемма 4. Пусть q(x) := ax2 + bx + c, где a, b, c ∈ R. Тогда q(x) > 0 при

x ∈ [0, +∞) тогда и только тогда, когда выполнено хотя бы одно из условий:
1◦ a > 0, D 6 0;
2◦ a > 0, b > 0, q(0) = c > 0.
Докажем теперь теорему 6.
Доказательство. Как уже известно, M2,h(x) = (1−2h1 +2h2)x2 +(2−12h2)x+

1 + 2h1 + 2h2. Далее, воспользуемся леммой 4. Из условия 1◦ получаем, что

1/2− h1 + h2 > 0, и h2
1 + 8h2

2 − 4h2 6 0.

Полученное множество соответствует замыканию внутренности эллипса с грани-
цей h2

1 + 8h2
2 − 4h2 = 0, без точки (2/3, 1/6). Из условия 2◦ получаем, что

h2 6 1/6, 1/2− h1 + h2 > 0, 1/2 + h1 + h2 > 0.

Данное множество является треугольником ограниченным прямыми: h2 = 1/6,
h2 = h1 − 1/2, h2 = −h1 − 1/2. Несложно проверить, что прямая h2 = h1 − 1/2
касается эллипса в точке h1 = 2/3, h2 = 1/6, а прямая h2 = −h1 − 1/2 в точке
h1 = −2/3, h2 = 1/6. ¤

Из полного описания множества P2 (теорема 6) вытекает следующее необходи-
мое условие положительной определенности чётных финитных функций.

Следствие 8. Пусть f ∈ Φ(R), f(0) = 1, f(x) = f(−x) для всех x ∈ R и
f(x) = 0 при |x| > A, где A > 0. Тогда

(
f(1/(3A)

)
, f

(
2/(3A)

) ∈ P2.
Доказательство. Пусть f удовлетворяет условиям следствия 8. Рассмотрим

функцию f̃(x) := f(x/A). Очевидно, что f̃ ∈ Φ(R) ⊂ Φ((1/3)Z), и, значит, последо-

вательность {f̃(k/3)}k∈Z положительно определена. Из леммы 2 следует, что f2,h ∈
∈ Φ(R) при h = (f̃(1/3), f̃(2/3)). Следствие доказано. ¤

Теорема 7. Пусть n ∈ N, h ∈ Rn. Тогда справедливы следующие утвержде-
ния:

1◦ Если ‖h‖1 :=
n∑

k=1

|hk| 6 1/2, то fh,n ∈ Φ(R). Если выполнено одно из следу-

ющих условий:
a) hk 6 0, для всех k = 1 . . . n;
b) (−1)k+1hk > 0, для всех k = 1 . . . n,
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то условие ‖h‖1 6 1/2 является также и необходимым условием принадлеж-
ности fh,n ∈ Φ(R).

2◦ Если h ∈ (1/2)conv{e1, . . . , en, 2pn}, то fh,n ∈ Φ(R), где {ei}n
i=1 – стандарт-

ный базис Rn и (n + 1)pn :=
(
n, . . . , (n− k + 1), . . . , 1

)
.

Доказательство. Докажем первую часть утверждения 1◦. Так как Pn – вы-
пуклое множество, а точки {±ej/2}n

j=1 являются вершинами гипероктаэдра, то
достаточно показать, что {±ej/2}n

j=1 ⊂ Pn. Пусть n ∈ N и h ∈ Rn, определим
hk ∈ Rn следующим образом hk

i := δikhi. Применяя лемму 2 получаем, что

fn,hk ∈ Φ(Rn) ⇐⇒ 1 + 2hk cos(kx) > 0, x ∈ [0, π).

А это справедливо тогда и только тогда, когда −1/2 6 hk 6 1/2. При hk = ±(1/2)
получаем, что hk = ±ek/2. Так как k = 1, . . . , n, то {±ej/2}n

j=1 ⊂ Pn. Отсюда
также вытекает, что Pn пересекает оси по симметричным отрезкам.

Докажем 1◦ a). Пусть fh,n ∈ Φ(R). Тогда из леммы 2 следует, что

1 + 2
n∑

k=1

hk cos(kx) > 0, ∀x ∈ [0, π).

Подставляя в неравенство x = 0, получим −
n∑

k=1

hk 6 1/2. Но, так как по пред-

положению hk 6 0, для всех k = 1 . . . n, то −
n∑

k=1

hk =
n∑

k=1

|hk| и, следовательно,
‖h‖1 6 1/2. Для доказательства 1◦ b) достаточно взять x = π и воспользоваться
предположением.

Для доказательства 2◦ достаточно показать, что pn ∈ Pn. Функция (1−|x|)+ ∈
∈ Φ(R). С другой стороны, (1 − |x|)+ = fn,pn(x) при произвольном n ∈ N. Таким
образом, pn ∈ Pn. ¤

4. Задача Gneiting и связанные с ней положительно определённые
функции. Известны примеры характеристических функций (непрерывных поло-
жительно определённых функций, равных единице в нуле), равных отрицательной
константе на некотором отрезке. Например, Ramachandran [18] построил следую-
щую функцию обладающую указанным свойством.

Пример 2. Пусть a ∈ (1/3, 1) и g – периодическое продолжение функции (1−|t|)
с отрезка [−2, 2] (g ∈ Φ

(
R

)
).

ρa(t) =
1

1 + a
g(at) +

a

1 + a
g(t), a ∈

(
1
3
, 1

)
.

Для t ∈ [2, b], где b := min{4, 2/a} ρa(t) = (1−3a)/(1+a). Выбирая соответствующие
a, можно получить различные отрицательные значения из (−1, 0).

Известен также пример Gneiting [19, p. 362].
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Пример 3. Пусть c ∈ (−1, 0) и γc – непрерывная периодическая функция с
периодом 2(c− 1)/c, определённая на периоде следующим образом

γc(t) =

{
1− 1−c

2 |t|, |t| < 2,

c, 2 6 |t| 6 (c− 1)/c.

В примерах 2 и 3 указанные характеристические функции являются почти-
периодическими и, значит, являются преобразованиями Фурье дискретных мер.
В конце работы [19] Gneiting поставил вопрос о существовании характеристиче-
ской функции ϕ, которая является преобразованием Фурье абсолютно непрерыв-
ной меры и ϕ ≡ const < 0 на множестве положительной меры Лебега. В [1] авторы
привели пример характеристической функции, обладающей указанным свойством.

Пример 4. Пусть 1/α, 1/β ∈ N, 0 < β < α 6 1/2 и λ ∈ (α/(1+α), 1). Определим
функцию

ϕα,β,λ(t) := pλfα,−α(λt) + (1− pλ)fβ,−β(t), где pλ =
αβ

(1 + α)(1− β)λ + αβ
,

где fα,−α, fβ,−β функции из задачи 1. На отрезке [β, min{α/λ, 1}], ϕα,β,λ(t) =
= (pλ − β)/(1− β) < 0.

Функция ϕα,β,λ(t) является выпуклой комбинацией функций fα,−α(λt), fβ,−β(t),
поэтому ϕα,β,λ(t) > −1/2 для всех t ∈ [0, 1/λ] и, как следствие, (pλ − β)/(1− β) >
> −1/2. Следующая теорема показывает, что существуют характеристические
функции, которые финитны и равны отрицательной константе c на некотором
промежутке, причём константа c может быть сколь угодно близка к −1.

Теорема 8. Пусть ε ∈ (0, 1). Тогда существует ϕ ∈ Φ(R) ∩ C(R), ϕ(0) = 1,
ϕ(t) = 0 при |t| > A, где A > 0 и ϕ(t) = C на некотором отрезке [α, β] ⊂ [0, A],
причем C ∈ (−1,−1 + ε).

Доказательство. Пусть n ∈ N. Из точности неравенства Боаса–Каца (теорема
4) следует, что существует (построение см. в [14]) ψ ∈ Φ(R) ∩ C(R) ψ(0) = 1,
ψ(t) = 0 при |t| > 1 и ψ(1/n) = − cos(π/(n + 1)). Так как Φ(R) ⊂ Φ(1/(2n)Z), то из
леммы 2 следует, что

(
ψ(1/(2n)), . . . , ψ(k/(2n)), . . . , ψ((2n− 1)/(2n))

)
∈ P2n−1. Из

следствия 6 следует, что

h̃ :=
(
0, ψ(2/(2n)), 0, . . . , ((−1)(2n−1) + 1)ψ((2n− 1)/(2n))/2

)
∈ P2n−1.

Пусть ψ̃(t) := f
2n−1,h̃

(t) и c(n) := cos(π/(n + 1)). Рассмотрим функцию

ϕn,λ(t) := pλψ̃(λt) + (1− pλ)ψ̃(t), pλ ∈ (0, 1), λ ∈
(

1
2
, 1

)
.

Очевидно, что при указанных pλ функция ϕn,λ ∈ Φ(R)∩C(R) и ϕn,λ имеет ограни-
ченный носитель. Условие λ ∈ (1/2, 1) обеспечивает выполнение следующих нера-
венств

1
2λn

<
1
n

,
1

λn
>

1
n

. (3)
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Рассмотрим функцию ϕn,λ на отрезке [1/n, β], где β = min
{
1/(λn), 3/(2n)

}
. Учи-

тывая (3), получим

ϕn,λ(t) = pλ(−c(n)2λnt + c(n)) + (1− pλ)(c(n)2nt− 3 c(n)), t ∈ [1/n, β].

Функция ϕn,λ на t ∈ [1/n, β] имеет вид At + C, где

A = c(n)2n(1− pλ(λ + 1)); C = c(n)(4pλ − 3).

Очевидно, что ϕn,λ(t) = C < 0 на [1/n, β] тогда и только тогда, когда A = 0 и
C < 0. Отсюда получаем условия: pλ = 1/(1+λ) и λ > 1/3. Учитывая ограничения
на λ, получим:

ϕn,λ(t) = C < 0, t ∈ [1/n, β] ⇐⇒ pλ = 1/(1 + λ), λ ∈
(

1
2
, 1

)
.

Для заданного ε ∈ (0, 1) всегда можно подобрать достаточно большее n ∈ N такое,
что c(n) > 1 − ε, так как c(n) → 1 при n → ∞. После чего можно подобрать
достаточно близкое к единице λ такое, что C = c(n)(4pλ − 3) < −1 + ε, так как
4pλ−3 → −1 при λ → 1−0. При полученных n и λ, обозначим ϕ := ϕn,λ и α := 1/n.
Полученная функция ϕ удовлетворяет условиям теоремы. Теорема доказана. ¤

Приведем ещё один пример финитной характеристической функции являю-
щейся отрицательной константой на некотором отрезке.

Пример 5. Пусть n ∈ N и h := (−1 /(2n), . . . , −1 (2n)︸ ︷︷ ︸
n

) . Тогда ‖h‖1 = 1/2 и

fn,h ∈ Φ(R). При этом fn,h(t) = −1/(2n) при t ∈ [1/(n + 1), n/(n + 1)].
В [19] Gneiting поставил следующую задачу о множествах уровня.
Задача 4. Пусть c ∈ [−1, 1], обозначим Bc класс всех подмножеств B ⊂ R для

которых найдётся характеристическая функция ϕ такая, что ϕ(t) = c ⇐⇒ t ∈ B.
Для каждого c ∈ [−1, 1] требуется найти описание Bc.

Там же Gneiting привёл частичное решение поставленной задачи, опираясь на
результаты Z. Sasvári [20] и А.И. Ильинского [21]. При c ∈ [0, 1), Bc = B0 и состоит
из замкнутых, симметричных множеств без нуля. B1 состоит из множеств вида
bZ, где b > 0, а B−1 состоит из множеств b(2Z+1), где b > 0. Для c ∈ (−1, 0) задача
не решена. Несложно показать (см. [19]), что при −1 6 c 6 c′ 6 0 выполняется
Bc ⊂ Bc′ .

Покажем, что B0 6⊂ Bc при c ∈ (−1, 0). Для этого нам потребуется следующее
утверждение, доказанное В.П. Заставным (см. [22, Theorem 1], [23, Теорема 9]).

Утверждение 4. Если f ∈ Φ(R) и |<f |+ <f ∈ L1(R), то <f ∈ L1(R).
Пусть B := (−∞,−A] ∪ [A, +∞), где A > 0. Тогда B ∈ B0. Предположим, что

B ∈ Bc при некотором c ∈ (−1, 0). Тогда найдется характеристическая функция
ϕ(t) такая, что ϕ(t) = c при |t| > A. Причем |<ϕ(t)| + <ϕ(t) = 0 при |t| > A
и, значит, |<ϕ| + <ϕ ∈ L(R). Из утверждения следует, что <ϕ ∈ L(R). Но это
противоречит тому, что ϕ(t) = c 6= 0 при |t| > A.
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Некоторые задачи, связанные с положительно определенными кусочно-линейными функциями

5. Заключение. В заключении отметим, что остаётся ряд нерешённых во-
просов. В частности, ещё не известно описание класса Bc при c ∈ (−1, 0). Кроме
того, в связи с теоремой 8, возникает следующая экстремальная задача: пусть
c ∈ [−1, 1] и функция l(c) определяется следующим образом:

l(0) := 2, l(c) := sup
ϕ

m({x : ϕ(x) = c}), 0 < |c| 6 1,

где m – мера Лебега и точная верхняя грань берётся по всем ϕ ∈ Φ(R)∩C(R) та-
ким, что ϕ(−x) = ϕ(x), x ∈ R, suppϕ ⊂ [−1, 1] и ϕ(0) = 1. Требуется исследовать
данную функцию.
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О ЯДРЕ ОПЕРАТОРА УМНОЖЕНИЯ НА ФУНКЦИЮ
В ПРОСТРАНСТВЕ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Доказана бесконечномерность ядра оператора умножения на бесконечно дифференцируемую
функцию, имеющую конечное число нулей конечной кратности в пространстве обобщенных функ-
ций D′(Ω), Ω ⊂ Rn, n > 1. Введены пространства обобщенных функций сколь угодно большого
порядка сингулярности, не содержащие нетривиальных элементов ядра оператора умножения на
функцию, имеющую нули.
Ключевые слова: обобщенная функция, оператор умножения на функцию, ядро оператора.

1. Введение. Одним из наиболее простых и вместе с тем очень важных опе-
раторов в функциональном анализе и его применениях является оператор умно-
жения на функцию. Такие операторы широко используются для конструирова-
ния различных математических объектов: функциональных пространств и задач
с ними связанных, псевдодифференциальных операторов и др. Рассмотрение раз-
личных классов функций и соответствующих им операторов в функциональных
пространствах представляет широкий класс задач анализа (описание мультипли-
каторов, проблема деления, регуляризация и др.) [1]. Успешное решение многих
проблем зависит от удачного выбора функционального пространства или его по-
строения. Для этих целей часто используется оператор умножения на функцию.

В настоящей работе рассматривается оператор умножения на бесконечно диф-
ференцируемую функцию a(σ), заданную в области Ω ⊂ Rn в пространстве обоб-
щенных функций D′(Ω) и его подпространствах. Целью работы является изучение
размерности ядра этого оператора в случае, когда функция имеет конечное число
нулей конечной кратности, а также описание подпространств, содержащих обоб-
щенные функции сколь угодно большого порядка сингулярности, но не содержа-
щих нетривиальных элементов ядра оператора умножения на функцию, имеющую
нули.

Если функция a(σ) имеет бесконечно много нулей или нули бесконечной крат-
ности, то очевидно, что ядро оператора умножения на такую функцию в D′(Ω)
бесконечномерно. В случае, когда нулей конечное число и они конечной кратно-
сти, ответ зависит от размерности пространства, в котором задана функция.

В работе доказано, что в случае n = 1 размерность ядра конечна, а в слу-
чае n > 1 оно бесконечномерно. Доказательство основано на применении анало-
га подготовительной теоремы Вейерштрасса для бесконечно дифференцируемых
функций [2, с. 241].

Пользуясь регуляризацией функции расстояния до замкнутого множества [3]
построены пространства обобщенных функций, имеющие порядок сингулярности
не выше заданного, которые не содержат нетривиальных обобщенных функций, со-
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средоточенных на заданном замкнутом множестве. Умножение на функцию, нули
которой содержатся в этом множестве, в этих пространствах не имеет нетривиаль-
ных элементов ядра соответствующего оператора умножения. Такие пространства
представляют интерес для построения классов корректности краевых задач в по-
лупространстве [4, 5].

2. О размерности ядра оператора умножения на функцию в простран-
ствах обобщенных функций. Рассмотрим пространство обобщенных функций
D′(Ω) над основным пространством D(Ω), состоящим из бесконечно дифференци-
руемых функций с компактным носителем в области Ω ⊂ Rn (D(Ω) = C∞

0 (Ω)).
Произвольная бесконечно дифференцируемая функция a(σ) определяет ли-

нейный непрерывный оператор умножения A в пространстве D′(Ω): (Af, ϕ) =
= (f, a(σ)ϕ), f ∈ D′(Ω), ϕ ∈ D(Ω).

Обозначим через KerA ядро оператора A:

KerA = {u ∈ D′(Ω) : a(σ)u = 0}.

Существование нетривиального ядра у такого оператора связано с существо-
ванием нулей функции a(σ) и обобщенных функций в D′(Ω), сосредоточенных на
нулях функции a(σ):

KerA ⊂ D′(Ω, N) = {f ∈ D′(Ω) : supp f ⊂ N = {σ ∈ Ω : a(σ) = 0}}.

Очевидно, что имеют место включения

KerA ⊂ KerA2 ⊂ ... ⊂ KerAm ⊂ ... ⊂ D′(Ω, N).

Представляет интерес описание подпространств D′(Ω, N), которые содержатся
в объединении множеств KerAm.

Теорема 2.1. Множество обобщенных функций конечного порядка, сосредо-
точенных на множестве N является подмножеством множества

⋃
m
KerAm.

Доказательство. Пусть обобщенная функция f ∈ D′(Ω) имеет конечный по-
рядок. Тогда ее можно представить в следующем виде [2]

f =
∑

|α|≤k

∂ αgα, gα ∈ L1
loc(Ω). (2.1)

Если f ∈ D′(Ω, N), то для любой функции µ ∈ C∞(Ω), равной единице в
окрестности множества N , выполняется равенство

(f, ϕ) = (f, µϕ), ϕ ∈ D(Ω). (2.2)

Покажем, что при достаточно больших m ∈ N f ∈ KerAm, т. е. справедливо
равенство (

f, am(σ)µϕ
)

= 0, ϕ ∈ D(Ω). (2.3)
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Обозначим через d(σ,N) расстояние от точки σ до замкнутого множества N :

d(σ,N) = inf
n∈N

|σ − n|.

Параметризуем левую часть равенства (2.3), используя функции

µε(σ) = χε ∗ ψε/2(σ), ε > 0,

где χε – характеристическая функция множества

N ε/2 = {σ ∈ Rn : d(σ,N) ≤ ε/2},

ψε(σ) = ε−nψ(σ/ε), ψ(σ) ∈ C∞
0 (Rn), ψ(σ) ≥ 0,

∫
ψ(σ)dσ = 1,

suppψ ⊂ V (0, 1/4) = {σ ∈ Rn : |σ| ≤ 1/4}.
Нетрудно показать [2, с. 39], что µε(σ) = 1 в окрестности множества N и для
любого α ∈ Zn

+ выполняется неравенство

∣∣∂ 2µε(σ)
∣∣ ≤ cαε−|α|, σ ∈ Ω. (2.4)

Рассмотрим для данной функции ϕ ∈ D(Ω) функцию

qm(ε) =
(
f, am(σ)µεϕ

)
, 0 < ε < 1.

Из равенства (2.2) следует, что функция gm(ε) не зависит от ε. Чтобы показать,
что она равна нулю при большом m, не зависящим от ϕ, достаточно получить
оценку

|qm(ε)| ≤ cmελ, λ > 0, m > m0, (2.5)

где cm > 0 – числа, зависящие от a(σ) и ϕ.
Используя представление (2.1) обобщенной функции f и формулу Лейбница

функцию qm(ε) можно представить в виде линейной комбинации интегралов вида

qm,α,β,γ(ε) =
∫

Ω

gα(σ)∂ βam(σ)∂ α−β−γµε(σ)∂ γϕ(σ)dσ,

где β ≤ α, γ ≤ α− β, |α| ≤ k.
Пользуясь тем, что suppϕ b Ω и gα(σ) ∈ L1

loc(Ω), для каждого такого интеграла
имеем оценку

|qm,α,β,γ(ε)| ≤ cm,α,β,γ sup
σ∈Nε∩suppϕ

∣∣∣∂ βam(σ)
∣∣∣ · sup

σ∈Nε∩suppϕ

∣∣∣∂ α−β−γµε(σ)
∣∣∣ , (2.6)

где cm,α,β,γ – числа, зависящие от gα и ϕ.
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Оценивание правой части неравенства (2.6) по параметру ε сводится к оцени-
ванию первого множителя и использованию неравенства (2.4).

Для каждого σ ∈ N ε ∩ suppϕ существует такое η(σ) ∈ N , что |σ − η(σ)| ≤ ε.
Следовательно справедливы неравенства

sup
σ∈Nε∩suppϕ

|ak(σ)| = sup
σ∈Nε∩suppϕ

|a(σ)− a(η(σ))|k ≤

≤ sup
σ∈Nε∩suppϕ

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∂ia(σ + θ(σ − η(σ))(σi − ηi)

∣∣∣∣∣
k

≤

≤ c1 sup
σ∈Nε∩suppϕ

(
n∑

i=1

|∂ia(σ)|2
)k/2

· sup
σ∈Nε∩suppϕ

|σ − η(σ)|k ≤ c2ε
k.

Используя приведенную оценку можно оценить рассматриваемый множитель

sup
σ∈Nε∩suppϕ

∣∣∣∂ βam(σ)
∣∣∣ ≤ c3 sup

σ∈Nε∩suppϕ

∣∣∣∣∣∣

m−1∑

k=m−|β|
ak(σ)fm(σ)

∣∣∣∣∣∣
≤

m−1∑

k=m−|β|
ckε

k ≤ cβεm−|β|,

где fi(σ) – произведение производных функций a(σ) разного порядка.
Из полученного неравенства и неравенства (2.4) следуют неравенства

|qm,α,β,γ(ε)| ≤ c̃m,α,β,γεm−|β| · ε−|α|+|β|+|γ| ≤ ĉm,α,β,γεm−|α|.

Так как |α| ≤ k, то при m > k справедливо неравенство (2.5).
Одной из важнейших характеристик ядра линейного оператора является его

размерность. Если множество нулей функции N бесконечно или имеется нуль бес-
конечной кратности, то ядро оператора умножения на эту функцию в простран-
стве D′(Ω) бесконечномерно, так как в нем существует бесконечно много линейно
независимых элементов ядра, а именно дельта-функции, сосредоточенные в точ-
ках σ ∈ N или производные дельта-функции любого порядка. Если же множество
N конечно и нули функции имеют конечную кратность, то в одномерном случае
(n = 1) ядро оператора умножения A конечномерно. В многомерном случае оно
бесконечномерно.

Теорема 2.2. Если множество нулей бесконечно дифференцируемой функции
a(σ) конечно и нули имеют конечную кратность, то dimKerA < ∞ для n = 1 и
dimKerA = ∞ для n > 1.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда функция a(σ) имеет
один нуль конечной кратности. Для простоты будем предполагать, что это точка
σ = 0.

Если n = 1, то пользуясь формулой Тейлора функцию a(σ) можно представить
в окрестности точки σ = 0 в таком виде a(σ) = σkf(σ), где k – кратность нуля,
f(σ) 6= 0.
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Пусть u ∈ KerA. Тогда suppu = {0} и имеет место представление u =
p∑

i=0
ciδ

(i),

где ci – некоторые числа, δ – дельта-функция, сосредоточенная в точке σ = 0 [2,
c. 64].

Пользуясь формулой Лейбница нетрудно показать справедливость равенств

σkδ(i) =





(−1)k i!
(i− k)!

δ(i−k), если k ≤ i,

0, если k > i.

(2.7)

Из равенства a(σ)u = 0 и приведенных представлений функции a(σ) и обоб-
щенной функции u имеем равенство

f(σ)

(
p∑

i=0

c̃i(−1)k i!
(i− k)!

δ(i−k)

)
= 0,

где c̃i = ci, если i ≥ k и c̃i = 0, если i < k.
Так как f(σ) 6= 0 и обобщенные функции δ(j) линейно независимы, то из полу-

ченного равенства следует, что p < k и dim KerA = k.
Пусть теперь n > 1, a(0) = 0, a(σ) 6= 0 при σ 6= 0 и существует такое p ∈ N ,

что выполняются соотношения

∂ αa(0) = 0, |α| < p и ∃α : |α| = p, ∂ αa(0) 6= 0.

Из аналога подготовительной теоремы Вейерштрасса для дифференцируемых
функций [2, с. 241, теорема 7.55 ] следует, что функцию a(σ) в некоторой окрест-
ности точки σ = 0, может быть после линейной замены переменных, можно пред-
ставить в виде

a(σ) =
(
σp

n + ap−1(σ ′)σp−1
n + ... + a0(σ ′)

)
f(σ), (2.8)

где σ = (σ ′, σn), f(σ), ai(σ ′), i = 0, ..., p − 1 – бесконечно дифференцируемые
функции и справедливы соотношения

a0(0) = a1(0) = ... = ap−1(0) = 0, f(σ) 6= 0.

Из равенства a(σ)u = 0 и условия на функцию a(σ) следует, что suppu = {0}
и, следовательно, имеет место равенство

u =
r∑

|β|=0

uβδ(β) =
r∑

k=0

vk(∂ ′)δσ ′ ⊗ δk
n, (2.9)

где δσ ′ – дельта-функция в пространстве Rn−1, δn – дельта-функция в R, vk(σ ′) –
многочлен.
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Воспользовавшись представлениями (2.8) и (2.9) для функции a(σ) и обобщен-
ной функции u, получим равенство

p∑

i=0

r∑

k=0

ai(σ ′)vk(∂ ′)δσ ′ ⊗ σi
nδ(k)

n = 0, (2.10)

где ap(σ ′) = 1. Так как справедливы равенства (2.7), то равенство (2.10) принимает
вид

r∑

j=0

Qj(σ ′, ∂ ′)δσ ′ ⊗ δ(j)
n = 0, (2.11)

где Qj(σ ′, ∂ ′) =
i+j≤r∑

i=0

(−1)i (i + j)!
j!

ãi(σ ′)vi+j(∂ ′), ãi(σ ′) =
{

ai(σ ′), i ≤ p
0, i > p.

В силу линейной независимости обобщенных функций δ
(k)
n , k = 0, ..., r, а со-

ответственно, и тензорных произведений δ
(ρ)
σ′ ⊗ δ

(j)
n равенство (2.11) равносильно

системе равенств
Qj(σ ′, ∂ ′)δσ ′ = 0, j = 0, ..., r. (2.12)

Следовательно, всякое решение уравнения a(σ)u = 0 имеет вид (2.9) и определя-
ющие его операторы vk(∂ ′) удовлетворяют системе равенств (2.12).

Будем искать решение уравнения a(σ)u = 0 вида (2.9) при условии r > p
пользуясь системой (2.12). Для этого запишем ее, пользуясь описанием ее левых
частей:
j = r a0(σ ′)vr(∂ ′)δσ ′ = 0,

j = r − 1
(

r!
(r − 1)!

a1(σ ′)vr(∂ ′) + a0(σ ′)vr−1(∂ ′)
)

δσ ′ = 0,

j = r − 2
(

r!
(r − 2)!

a2(σ ′)vr(∂ ′)+
(r − 1)!
(r − 2)!

a1(σ ′)vr−1(∂ ′) + a0(σ ′)vr−2(∂ ′)
)

δσ ′ = 0,

..............................................................

j = r − p + 1
( r!

(r − p + 1)!
ap−1(σ ′)vr(∂ ′) +

(r − 1)!
(r − p + 1)!

ap−2(σ ′)vr−1(∂ ′)+

+... + a0(σ ′)vr−p+1(∂ ′)
)
δσ ′ = 0,

j = r − p

(
r!

(r − p)!
vr(∂ ′) +

(r − 1)!
(r − p)!

ap−1(σ ′)vr−1(∂ ′)+ ... + a0(σ ′)vr−p(∂ ′)
)
δσ ′ = 0,

j = r − p− 1
(

(r − 1)!
(r − p− 1)!

vr−1(∂ ′) + ... + a0(σ ′)vr−p−1(∂ ′)
)

δσ ′ = 0,

..............................................................

j = 1
(

...............
(p + 1)!

1!
vp+1(∂ ′) + ... + a0(σ ′)v1(∂ ′)

)
δσ ′ = 0,

j = 0
(
............... p ′vp(∂ ′) + ... + a0(σ ′)v0(∂ ′)

)
δσ ′ = 0.

(2.13)
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Пусть r = kp. Построим решение полученной системы. Для этого исключим
неизвестные операторы vp(∂ ′), ..., vr(∂ ′).

Из последнего уравнения следует, что

vp(∂ ′) = − 1
p !

(
(p− 1)! ap−1(σ ′)vp−1(∂ ′) + ... + ap(σ ′)v0(∂ ′)

)
.

Следовательно, оператор vp(∂ ′) является линейной комбинацией операторов
vp−1(∂ ′), ..., v0(∂ ′) с коэффициентами из кольца

R∞
k = {a ∈ C∞ : a(0) = 0, ∂αa(0) = 0, |α| ≤ k}

при k = 0.
Из предпоследнего уравнения системы (2.13) следует, что оператор vp+1(∂ ′)

также является линейной комбинацией операторов vp−1(∂ ′), ..., v0(∂ ′) с коэффици-
ентами из кольца R∞

0 . Рассуждая аналогично, приходим к выводу, что это верно
для всех операторов vp+2(∂ ′), ..., v2p−1(∂ ′).

Из системы (2.13) следует, что

v2p(∂ ′) = − 1
(2p)!

(
(2p− 1)!ap−1(σ ′)v2p−1(∂ ′) + ... + a0(σ ′)vp(∂ ′)

)
.

Следовательно оператор v2p(∂ ′) является линейной комбинацией операторов
vp−1(∂ ′), ..., v0(∂ ′) с коэффициентами из кольца R∞

1 . Это верно для всех опера-
торов v2p+1(∂ ′), ..., v3p−1(∂ ′).

Аналогичными рассуждениями приходим к выводу, что операторы
vr(∂ ′) = vkp(∂ ′), ..., v(k−1)p+1(∂ ′) являются линейными комбинациями операторов
vp−1(∂ ′), ..., v0(∂ ′) с коэффициентами из кольца R∞

k−1. Подставив их в первые p
уравнений системы (2.13), получим систему уравнений вида

(
bij(σ ′)

)



vp−1(∂ ′)
...

v0(∂ ′)


 = 0, (2.14)

где bij(σ ′) ∈ R∞
k , i, j = 1, ..., p.

Так как bij(σ ′)v(∂ ′) = 0, если deg v(σ ′) < k, то системе (2.14) удовлетворяет лю-
бой набор операторов vp−1(∂ ′), ..., v0(∂ ′), удовлетворяющих условию deg vi(σ ′) <
< k, i = 0, ..., p− 1.

Всякое решение системы (2.14) порождает решение системы (2.13), а следова-
тельно, и решение уравнения a(σ)u = 0. Так как k можно выбрать сколь угодно
большим, то из приведенных рассуждений следует существование бесконечного
числа линейно независимых решений этого уравнения. Следовательно, ядро опе-
ратора умножения на бесконечно дифференцируемую функцию в пространстве
D′(Ω), Ω ⊂ Rn, n > 1 бесконечномерно даже в самом простом случае – функция
имеет один нуль кратности 1.
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Обозначим через D′k(Ω) множество обобщенных функций из D′(Ω) порядок
которых не превышает k.

Следствие. Если выполнены условия теоремы 2.2, то dim (KerA∩D′k(Ω)) <
< +∞.

Справедливость этого утверждения следует из доказательства теоремы 2.2.
3. Пространства единственности оператора умножения.Оператор умно-

жения на бесконечно дифференцируемую функцию в широко используемых про-
странствах обобщенных функций имеет нетривиальное ядро, если данная функция
имеет нули. Один из путей избавления от нетривиальности ядра состоит в рас-
смотрении обобщенных функций, являющихся регулярными в окрестности нулей
функции, если они не имеют внутренних точек. Другой подход состоит в констру-
ировании пространств из данных, в которых оператор умножения имеет триви-
альное ядро.

Пространство обобщенных функций называется пространством единственно-
сти для оператора умножения на функцию a(σ), если в этом пространстве урав-
нение a(σ)f = 0 имеет только тривиальное решение.

Построение пространств единственности для оператора умножения на функ-
цию представляет интерес для описания классов корректности краевых задач в
полупространстве в шкале пространств Hs

l :

Hs
l =

{
f ∈ S′ : ||f ||sl =

[∫
(1 + |σ|2)s

∣∣∣Fy

(
(1 + |y|2)l/2f

)∣∣∣
2
dσ

]1/2

< +∞
}

,

где Fyg – преобразование Фурье обобщенной функции g ∈ S′ [5].
Если a(σ) является многочленом, то пространство Hs−∞ =

⋃
l

Hs
l является про-

странством единственности для оператора умножения на многочлен a(σ), если

s > −codimN

2
, где N – множество вещественных нулей a(σ) [4].

Пространства единственности для оператора умножения на функцию a(σ) за-
висят от кратности ее нулей. Универсальными пространствами единственности
для оператора умножения на функцию a(σ) являются пространства обобщенных
функций, которые не содержат нетривиальных функций, сосредоточенных на мно-
жестве нулей N функции a(σ). Построение таких пространств основано на исполь-
зовании весовых функций, связанных с функцией расстояния от точки до множе-
ства N .

Рассмотрим регуляризированное расстояние ∆(σ,N) от точки σ до множества
N , т. е. функцию принадлежащую пространству C∞(Rn \N) и удовлетворяющую
условиям

c1d(σ,N) ≤ ∆(σ,N) ≤ c2d(σ,N), σεRn \N, (3.1)

|∂ α∆(σ,N)| ≤ Bαd(σ,N)1−|α|, σ ∈ Rn \N, (3.2)

где c1, c2, Bα – некоторые положительные числа не зависящие от σ и N . Доказа-
тельство существования такой функции содержится в [3].
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Лемма 3.1. Функция ρk(σ) = ∆k+1(σ,N), σ ∈ Rn, принадлежит простран-
ству Ck(Rn).

Доказательство. По построению ρk(σ) ∈ C∞(Rn\N). Докажем справедливость
неравенств.

|∂ αρk(σ)| < cαdk+1−|α|(σ,N), σ ∈ Rn \N, (3.3)

где cα – некоторые положительные числа.
Если |α| = 1, то, пользуясь неравенствами (3.1) и (3.2), получим неравенства

|∂iρk(σ)| = |(k + 1)∆k(σ,N)| |∂i∆(σ,N)| ≤ cid
k(σ,N), σ ∈ Rn \N, i = 1, ..., n.

Следовательно, при |α| = 1 неравенства (3.3) справедливы.
Предположим, что они верны для всех мультииндексов α, |α| = m и α′ = α+γi,

|γi| = 1. Используя формулу Лейбница, неравенства (3.1) и (3.2), получим при
σ ∈ Rn \N оценку

|∂ α′
α ρk(σ)| =

∣∣∣∂ α
(
(k + 1)∆k(σ,N)∂i∆(σ,N)

)∣∣∣ =

= (k + 1)

∣∣∣∣∣
∑

β≤α

Cβ
α∂ β∆k(σ,N)∂ α′−β∆(σ,N)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ c ′α
∑

β≤α

dk−|β|(σ,N)d1−|α|−1+|β|(σ,N) ≤ cαdk−|α|(σ,N) = cαdk+1−|α′|(σ,N).

Следовательно, неравенства (3.3) справедливы для всех мультииндексов α.
Из неравенства (3.3) следует, что в точках σ ∈ N производные функции ρ(σ)

до порядка k существуют, равны нулю и непрерывны. Следовательно, ρk(σ) ∈
Ck(Rn).

Лемма 3.2. Если ϕ ∈ D(Ω), то для любого α ∈ Zn
+, |α| ≤ k справедливы

неравенства

sup
σ∈Nε∩ suppϕ

|∂ α(ρk(σ)ϕ(σ))| ≤ cα


∑

β≤α

sup |∂ βϕ(σ)|

 εk+1−|α|, 0 < ε < 1, (3.4)

где cα – некоторые положительные числа.
Доказательство. Используя формулу Лейбница и неравенства (3.3), получим

неравенства

sup
σ∈Nε∩ suppϕ

|∂ α(ρk(σ)ϕ(σ))| ≤ c′α
∑

β≤α

sup
σ∈Nε∩ suppϕ

(∂ βρk(σ)||∂ α−βϕ(σ)|) ≤

≤ c′′α
∑

β≤α

sup
σ∈Nε∩ suppϕ

dk+1−|β|(σ,N) sup
σ∈Nε∩ suppϕ

|∂ α−βϕ(σ)|.

Справедливость неравенств (3.4) следует из полученного неравенства и оценки

sup
σ∈Nε∪ suppϕ

dk+1−|β|(σ,N) ≤ εk+1−|β|.
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Пространство D′k(Ω) является множеством обобщенных функций изD′(Ω), для
которых справедливы неравенства

|(f, ϕ)| ≤ ck

∑

|α|≤k

sup |∂ αϕ(σ)| , ϕ ∈ D(Ω)suppϕ ⊂ K b Ω, (3.5)

где константа ck зависит от компакта K, а целое число k одно и то же для всех K.
Элементы множества D′k(Ω) можно единственным образом продолжить до линей-
ных непрерывных функционалов на пространстве Ck

0 (Ω) ([2, теорема 2.1.6, с. 53]).
Из леммы 3.2 следует, что оператор умножения на функцию ρk(σ) является ли-
нейным непрерывным отображением пространства Ck

0 (Ω) в себя. Следовательно
этот оператор определен и непрерывен в пространстве D′k(Ω).

Теорема 3.1. Если g ∈ D′k(Ω) и supp g ⊂ N , то справедливо равенство
ρk(σ) g = 0.

Доказательство теоремы 3.1 совпадает по существу с доказательством теоремы
2.1, так как принадлежность обобщенной функции g пространству D′k(Ω) означа-
ет, что ее можно представить в виде g =

∑
|α|≤k

∂ αgα ∈ L1
loc(Ω) [2]. Это представление

лежало в основе доказательства теоремы 2.1. В нем также использовались произ-
водные до порядка k функции, на которую умножались обобщенные функции. Из
леммы 3.1 следует, что функция ρk(σ) соответствует этим требованиям.

Обозначим оператор умножения на функцию ρk(σ) в пространствеD′k(Ω) через
Rk

N , а множество обобщенных функций из пространства D′k(Ω), сосредоточенных
на множестве N ⊂ Ω? через D′k(Ω, N).

Из теоремы 3.1 следует равенство

KerRk
N = D′k(Ω, N). (3.6)

Включение KerRk
N ⊂ D′k(Ω, N) очевидно: если ρk(σ)g = 0, то supp g ⊂ N .

Обозначим образ оператора умножения на функцию ρk(σ) через Rk
N D

′k(Ω).
Лемма 3.3. Множество Rk

N D
′k(Ω) – подпространство D′k(Ω), не содержа-

щее нетривиальных обобщенных функций, сосредоточенных на множестве N .
Справедливость этого утверждения следует непосредственно из равенства (3.6).
Теорема 3.2. Пространство Rk

N D
′k(Ω) является пространством единствен-

ности для любого оператора умножения на бесконечно дифференцируемую функ-
цию a(σ), нули которой принадлежат множеству N .

Доказательство. Пространство Rk
N D

′k(Ω) является подпространством D′(Ω) и
умножение на бесконечно дифференцируемую функцию a(σ) определено и непре-
рывно на нем. Из неравенства (3.5) следует, что соответствующий оператор отоб-
ражает Rk

N D
′k(Ω) в Rk

N D
′k(Ω) и справедливо равенство

a(σ)ρk(σ)f = ρk(σ)a(σ)f, f ∈ D′k(Ω).

Если f ∈ Rk
ND

′k(Ω) и af = 0, то f = ρk(σ)g, g ∈ D′k(Ω) и supp g ⊂ N . Из
равенства 3.6 следует, что g ∈ KerRk

N , т. е. f = ρk(σ)g = 0. Следовательно, в
пространстве Rk

N D
′k(Ω) нет нетривиальных решений уравнения a(σ)f = 0.
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Замечание. При построении пространств Rk
ND

′k(Ω) достаточно было исполь-
зовать функцию ρk(σ) = ∆k+ε(σ,N), ε > 0.

При изучении дифференциальных уравнений и задач с ними связанных широко
используется гильбертова шкала пространств Hs

l .
Лемма 3.4. Если N — компактное подмножество Rn или полу-алгебраическое,

то для функции ρk(σ) справедливы неравенства

|∂ αρk(σ)| ≤ cα(1 + |σ|)µα , σ ∈ Rn \N, |α| ≤ k, (3.7)

где cα > 0, µα – некоторые числа.
Доказательство неравенства (3.7) следует из неравенства (3.3) и оценки

d(σ,N) ≤ c(1 + |σ|)µ. (3.8)

Для компактного множества N она очевидна и µ = 1, а доказательство ее спра-
ведливости для полу-алгебраического множества содержится в [7].

Теорема 3.3. Если N — компактное или полу-алгебраическое множество, то
оператор Rk

N является непрерывным отображением H−k
−∞ в себя.

Доказательство. Пусть R ∈ H−k
−∞. Тогда существует такое l, что f ∈ H−k

l . Из
определения нормы в пространствах Hs

l следует, что H−k
l ⊂ D′k(Rn). Следователь-

но, ρk(σ)f ∈ D′k(Rn). Докажем, что оно принадлежит некоторому пространству
H−k

l′ , где l′ зависит от ρk(σ). Для этого достаточно доказать неравенство

|(ρk(σ)f, ϕ)| ≤ ||f ||−k
l ||ϕ||k−l′ , ϕ ∈ D(Rn). (3.9)

Имеем неравенство

|(ρk(σ)f, ϕ)| = |(f, ρk(σ)ϕ)| ≤ ||f ||−k
l ||ρk(σ)ϕ||k−l.

Из неравенств (3.7) и определения норма в Hk
−l следует неравенство

||ρk(σ)ϕ||k−l ≤ c||ϕ||k−l′ ,

где l′ – некоторое число не зависящее от ϕ.
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СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ С НЕОГРАНИЧЕННОЙ
ЭНЕРГИЕЙ ЗАДАЧ КОШИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА
ТИПА НЕСТАЦИОНАРНОЙ ДИФФУЗИИ-КОНВЕКЦИИ

В статье установлены в определённом смысле точные достаточные условия на рост L2-нормы
начальной функции на бесконечности, обеспечивающие разрешимость задачи Коши для парабо-
лических уравнений второго порядка типа нестационарной диффузии-конвекции.
Ключевые слова: вырождающиеся параболические уравнения, диффузия, конвекция.

1. Постановка задачи. В области GT = (0, T )×Rn, n > 1, рассматривается
следующая задача Коши:

ut + Apu + Bλu ≡ ut −
n∑

i=1

Diai(t, x, u,∇xu) + χ · ∇xb(t, u) = 0, (1)

u(0, x) = u0(x) ∈ L2,loc(Rn), (2)

где каратеодориевы функции ai(t, x, s, ξ) и непрерывная функция b (t, s) удовле-
творяют условиям

ai(t, x, s, 0) = 0 ∀ (t, x) ∈ G, ∀ s ∈ R1, χ ∈ Rn, (3)

n∑

i=1

(
ai(t, x, s, ξ)− ai(t, x, s, η)

)(
ξi − ηi

)
≥ d0|ξ − η|p+1 (4)

∀(t, x, s, ξ) ∈ G× Rn+1, ∀(t, x, s, η) ∈ G× Rn+1, d0 > 0, p > 1,

|ai(t, x, s, ξ)− ai(t, s, x, η)| ≤ d1|ξ − η|(|ξ|+ |η|)p−1 (5)

∀(t, x, s, ξ) ∈ G× Rn+1, ∀(t, x, s, η) ∈ G× Rn+1, d1 < ∞,

b(t, 0) = 0, |b(t, s1)− b(t, s2)| ≤ d2

(|s1|+ |s2|
)λ−1|s1 − s2|, λ > 1, d2 < ∞, (6)

d3|s|λ+1 ≤ sb(t, s)−
s∫

0

b(t, θ) dθ ≤ d4|s|λ+1 ∀(t, s) ∈ R1
+×R1, 0 < d3 < d4 < ∞. (7)

Уравнения структуры (1) и близкие к ним возникают в математической физике
при описании различных процессов (фильтрация жидкостей и газов, теплопровод-
ность, движение плазмы и т. д.), в которых в направлении вектора χ присутствует
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конвективный перенос. Одним из важнейших вопросов в их исследовании является
установление условий существования решений. Первые результаты этом направле-
нии были получены в [1] при исследовании уравнений ньютоновской фильтрации
(см. [2]). Позднее они были распространены в [3], [4] на задачи Коши–Дирихле и
Коши для одномерных уравнений ньютоновской диффузии-конвекции с непрерыв-
ными и ограниченными начально-краевыми условиями. Разрешимость смешанных
задач для многомерных параболических уравнений типа нестационарной филь-
трации с младшими членами (абсорбцией и конвекцией) исследовалась многими
авторами (к примеру, [5]–[8] и ссылки к ним).

Развитием проблемы является вопрос разрешимости задачи Коши с растущими
на бесконечности начальными данными. Так, при n = 1, χ = 0 изотропные условия
существования решения (1)–(2) были установлены в [9] и обобщены впоследствии в
[10], [11] соответственно на многомерные уравнения и уравнения высокого порядка.
Наличие «несимметричного» конвективного члена в уравнении в зависимости от
показателей нелинейности приводит к возникновению анизотропных ограничений.
Так, в [12] и [13] таковые установлены для одномерного уравнения ньютоновской
фильтрации-конвекции. В [14] найдены оценки снизу скорости роста ненулевого
решения задачи (1)–(2) с u0 = 0. В данной работе установлены в некотором смыс-
ле точные ограничения на рост L2 -нормы начальной функции на бесконечности,

обеспечивающие разрешимость задачи (1)–(2), причем при 1 < λ ≤ 2p

p + 1
они изо-

тропны, а при
2p

p + 1
< λ < p – анизотропны. Метод исследования базируется на

интегральных априорных оценках, аналогичных принципу Сен–Венана в теории
упругости.

2. Формулировка основных результатов.
Определение 1. Энергетическим обобщенным решением задачи Коши (1)–(2)

мы назовем функцию u(t, x) такую, что в произвольной ограниченной области
Ω ∈ Rn

u(t, x) ∈ VTloc
(Rn) = {v(t, x) : v ∈ Lp+1

(
0, T ;W 1

p+1(Ω)
) ∩ Lλ+1

(
(0, T )× Ω

)
,

vt ∈ L p+1
p

(
0, T ;W−1

p+1
p

(Ω)
)

+ Lλ+1
λ

(
(0, T )× Ω

)}

удовлетворяет интегральному тождеству

T∫

0

〈u′t, w〉 dt +
∫

(0,T )×Ω

n∑

i=1

ai(t, x, u,∇xu)wxi dx dt +

T∫

0

〈χ · ∇xb(t, u), w〉 dt = 0

при любой w(t, x) ∈ Lp+1

(
0, T ;

◦
W

1

p+1(Ω)
)
∩ Lλ+1

(
(0, T )×Ω

)
, а также начальному

условию (2) в смысле пространства C
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
.
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Замечание 1. Из определения 1 вытекает справедливость следующего инте-
грального тождества:

2−1

∫

Ω
|u(T0, x)|2φ(T0)ψ(x) dx+

+
∫

(0,T0)×Ω

[
−2−1|u|2φ′(t)ψ(x) +

n∑

i=1

ai(t, x, u,∇xu)(u · ψ)xiφ(t)−

−B(t, u)χ · ∇xψ(x)φ(t)
]
dx dt = 2−1

∫

Ω
|u0(x)|2φ(0)ψ(x) dx, (8)

B(t, u) = ub(t, u)−
u∫

0

b(t, s) ds,

для произвольных ограниченных Ω ∈ Rn, любых 0 < T0 ≤ T < ∞, φ(t) ∈ C1[0, T0],

ψ(x) ∈
0

Lip(Ω).

Замечание 2. В силу леммы 5.1 из дополнения при p > 1, 1 < λ ≤ p +
2(p + 1)

nвыполнено:

VTloc
(Rn) =

{
v(t, x) : v ∈ Lp+1

(
0, T ; W 1

p+1(Ω)
)
, vt ∈ L p+1

p

(
0, T ;W−1

p+1
p

(Ω)
)}

,

Ω ⊂ Rn – ограниченная область.
Определение 2.Функцию f(s) назовем регулярно монотонной, если для любого

0 < δ1 < 1 существуют 0 < δ2(δ1) < δ3(δ1) < 1 такие, что

δ2f(s) ≤ f((1− δ1)s) ≤ δ3f(s) 0 < s0 < s ≤ ∞.

Пример 1. Очевидно, что функция f(s) = asb, 0 < a < ∞, 0 < b < ∞, является
строго правильно монотонной при ∀s > 0, 0 < δ2 < (1− δ1)b, (1− δ1)b < δ3 < 1.

Введем следующие обозначения:

Ω(v, τ, s) = {x ∈ Rn : −v < x1 < s, |xi| < τ}, i = 2, ..., n, v > 0, τ > 0, s > 0,

GT (v, τ, s) = (0, T )× Ω(v, τ, s),

IT (v, τ, s) =
∫

GT (v,τ,s)

|u|p+1 dxdt, JT (v, τ, s) =
∫

GT (v,τ,s)

|u|λ+1 dxdt,

ΦT (v, τ, s) = ess sup
t∈(0,T )

∫

Ωt(v,τ,s)

|u|2 dx, h0(v, τ, s) =
∫

Ω(v,τ,s)

|u0|2 dx,

h0(v, τ, s) ≤ h(v, τ, s) ≡ h2(s)1−κ1h1(τ)κ1 + h3(v)1−κ2h1(τ)κ2 , h(v, τ, s) – минималь-
ная непрерывная мажоранта функции h0(v, τ, s), h−1

2 (s), h−1
3 (v) – функции, обрат-

ные соответственно функциям h2(s), h3(v), 0 < κi < 1, i ∈ {1, 2} – некоторые
постоянные.
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Далее, не ограничивая общности рассуждений, будем считать, что
χ = (χ1, 0, ..., 0), χ1 = const > 0.

Теорема 1. Пусть в (1) λ < p, а (h−1
2 ◦h1)(τ), h1(τ), (h−1

3 ◦h1)(τ) – регулярно
монотонные функции. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Пусть дополнительно λ ≤ λcr =
2p

p + 1
, а функция h(v, τ, s) удовлетворяет

следующим ограничениям на рост при v →∞, τ →∞, s →∞:

hi(τ) ≤ kiτ
α1 ∀ τ > τ ′ > 0, ki < ∞, i ∈ {1, 2, 3}, α1 = n +

2(p + 1)
p− 1

. (9)

Тогда существует T (1) = T (1)(k1, k2, k3) > 0 такое, что задача (1), (2) разрешима
в GT при всех T < T1. Если же дополнительно выполнены условия

lim
τ→+∞hi(τ)τ−α1 = 0, i ∈ {1, 2, 3}, (10)

то T (1) = +∞. Кроме того, при всех T < T (1) для решения u(t, x) имеет место
оценка:

IT

(
(h−1

3 ◦ h1)(τ), τ, (h−1
2 ◦ h1)(τ)

)
+

+T 1−θ
(
T−1+σJT ((h−1

3 ◦ h1)(τ), τ, 0)
)(1+α)(1+β)−1 ≤ A1(δi)T 1−θh1(τ)1+α (11)

∀ τ > τ (1)(T ), где A2(δi, ) = const > 0,

θ =
n(p− 1)

2(p + 1) + n(p− 1)
, α =

p + 1
n

θ, σ =
n(λ− 1)

2(p + 1) + n(p− 1)
, β =

p + 1
n

σ,

τ (1)(T ) = max{τ (1)
i (T ), τ ′}, τ

(1)
1 (T ) = inf

{
τ : T

1−θ
p+1 h1(τ)α−1

1 < δ1τ
}
, (12)

τ
(1)
2 (T ) = inf

{
τ : T

1−θ
p+1 h1(τ)α−1

1 < δ2(h−1
2 ◦ h1)(τ)

}
, (13)

τ
(1)
3 (T ) = inf

{
τ : T

1−θ
p+1 h1(τ)α−1

1 + T 1−σh1(τ)α−1
3 < δ3(h−1

3 ◦ h1)(τ)
}
, (14)

где 0 < δi < ∞, i ∈ {1, 2, 3} – произвольные постоянные.
2. Если в (1) λcr ≤ λ < p, то существует постоянная k2 < ∞ (завися-

щая только от известных параметров задачи) такая, что при выполнении для
h(v, τ, s) условий:

h1(τ) ≤ k1τ
α1 ∀ τ > τ ′ > 0, 0 < k1 < ∞, (15)

h2(s) ≤ k2s
α2 ∀ s > s′ > 0, α2 = n +

2p

p− λ
, (16)

h3(v) ≤ k3v
α3 ∀ v > v′ > 0, 0 < k3 < ∞, α3 =

n(p− 1)
(p + 1)(λ− 1)

+
2

λ− 1
, (17)
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задача (1), (2) разрешима в GT при всех T < T (2), T (2) = T (2)(k1, k3) > 0. Если
же h(v, τ, s) дополнительно удовлетворяет ограничениям:

lim
τ→+∞h1(τ)τ−α1 = 0, lim

v→∞h3(v)v−α3 = 0, (18)

то T (2) = +∞. Кроме того, при всех T < T (2) для решения u(t, x) задачи (1), (2)
выполнено:

T 1−θ
(
[(h−1

2 ◦ h1)(τ)]−1+νIT (0, τ, (h−1
2 ◦ h1)(τ)

)(1+α)(1+µ)−1

+

+IT

(
(h−1

3 ◦h1)(τ), τ, (h−1
2 ◦h1)(τ)

)
+T 1−θ

(
T−1+σJT ((h−1

3 ◦h1)(τ), τ, 0)
)(1+α)(1+β)−1 ≤

≤ A2(δi)T 1−θh1(τ)1+α ∀ τ > τ (2)(T ), (19)

где A2(δi) = const > 0, 0 < δi < ∞, θ, α, σ, β – из (11),

ν =
n(p− λ)

n(p− λ) + 2(p + 1)
, µ =

(p + 1)(p− λ)
n(p− λ) + 2(p + 1)

,

τ (2)(T ) = max{(h−1
1 ◦ h2)(s′), (h−1

1 ◦ h3)(v′), τ ′, τ
(1)
1 (T ), τ (1)

3 (T )}, τ
(1)
1 (T ), τ

(1)
3 (T ) – из

(12) и (14) соответственно.
Замечание 3. Если в (1) выполнено λcr < λ < p, то α3 < α1 < α2.
3. Вспомогательные построения и утверждения. В дальнейшем мы будем

использовать следующее интерполяционное неравенство Ниренберга–Гальярдо:

||v||La(Ω(v,τ,s)) ≤ d5(measΩ(v, τ, s))
1
a
− 1

d ||v||Ld(Ω(v,τ,s))+

+d6||∇xv||θLb(Ω(v,τ,s))||v||1−θ
Ld(Ω(v,τ,s)), (20)

где v(x) – произвольная функция из пространства W 1
b (Ω(v, τ, s)) ∩ Ld(Ω(v, τ, s)),

a > 1, b > 1, d > 0, d5 > 0, d6 > 0, а θ ∈ [0, 1] определяется из равенства

1
a

=
(

1
b
− 1

n

)
θ +

1
d

(
1− θ

)
.

Если дополнительно v ∈
◦

W
1

b(Ω(v, τ, s)), то d5 = 0.
Введем неотрицательную срезающую функцию ζ(s), обладающую следующими

свойствами: ζ(s) = 1 при s ≤ 0, ζ(s) = 0 при s ≥ 1, ζ(s) = 1 − s при 0 < s < 1.
Обозначим

ζv,∆v,τ,∆τ,s,∆s(x) =
n∏

i=2

ζ

(∣∣∣∣
xi − τ + ∆τ

∆τ

∣∣∣∣
)

ζ
(1)
v,∆v,s,∆s(x1)∀ 0 < ∆τ < τ,

ζ
(1)
v,∆v,s,∆s(x1) =





ζ

(
x1 − s + ∆s

∆s

)
, x1 ≥ 0, ∀ 0 < ∆s ≤ s,

ζ

(
−x1 − v + ∆v

∆v

)
, x1 ≤ 0, ∀ 0 < ∆v ≤ v.
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Введем также непрерывную на Rn функцию ξj(x), j = 1, 2, ..., удовлетворяющую
следующим требованиям: ξj(x) = 1 при |xi| ≤ j, ξj(x) = 0 при |xi| ≥ j + 1,
i = 1, ..., n, 0 ≤ ξj(x) ≤ 1 при ∀x ∈ Rn и определим последовательность функ-
ций

u
(j)
0 (x) = u0(x)ξj(x), j = 1, 2, ...

приближающих u0(x) в пространстве L2,loc(Rn). Рассмотрим последовательность
задач Коши–Дирихле вида

u
(j)
t + Apu

(j) + Bλu(j) = 0, (x, t) ∈ GT (j + 1), T > 0, (21)

u(j)|t=0 = u
(j)
0 (x) ∈ L2(Ω(j + 1)), (22)

u(j)|∂Ω(j+1) = 0 ∀ 0 < t < T,Ω(τ) = Ω(τ, τ, τ), GT (τ) = (0, T )× Ω(τ). (23)

Из [8] вытекает, что задача (21)–(23) имеет решение

u(j)(t, x) ∈ VT (Ω(j + 1)) =
{
v(t, x) : v ∈ Lp+1

(
0, T ;W 1

p+1(Ω(j + 1))
)
,

vt ∈ L p+1
p

(
0, T ; W−1

p+1
p

(Ω(j + 1))
)}

,

и, как следствие, u(j) ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω(j + 1))

)
. В дальнейшем через u(j) будем

обозначать продолжение решения задачи (21)–(23) нулем на (0, T )×(
Rn\Ω(j+1)

)
.

Введем следующие функции, связанные с решением u(j)(t, x):

I
(j)
T (v, τ, s) ≡

∫

ΩT (v,τ,s)

|u(j)|p+1 dxdt, J
(j)
T (v, τ, s) ≡

∫

GT (v,τ,s)

|u(j)|λ+1 dxdt,

Ψ(j)
T (v, τ, s) ≡

∫

ΩT (v,τ,s)

|∇xu(j)|p+1 dxdt, Φ(j)
T (v, τ, s) ≡ ess sup

t∈(0,T )

∫

ΩT (v,τ,s)

|u(j)|2 dx,

h
(j)
0 (v, τ, s) ≡ ∫

Ω(v,τ,s)

|u(j)
0 |2 dx, при этом h

(j)
0 (v, τ, s) ≤ h0(v, τ, s) ≤ h(v, τ, s).

Лемма 3.1. Пусть u(j)(t, x) – энергетическое решение задачи (21)–(23). Тогда
имеет место следующее соотношение

Φ(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, s−∆s)+

+
∫

GT (v−∆v,τ−∆τ,s−∆s)

[
T−1|u(j)|2 dxdt + Ψ(j)

T (v −∆v, τ −∆τ, s−∆s)+

+∆s−1
(
J

(j)
T (0, τ −∆τ, s− 1

4
∆s)− J

(j)
T (0, τ −∆τ, s− 3

4
∆s)

) ≤

≤ c
[
∆v−(p+1)

(
I

(j)
T (v, τ, 0)−I

(j)
T (v−∆v, τ, 0)

)
+∆τ−(p+1)

(
I

(j)
T (v, τ, s)−I

(j)
T (v, τ−∆τ, s)

)
+
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+∆s−(p+1)
(
I

(j)
T (0, τ, s)− I

(j)
T (0, τ, s−∆s)

)
+ ∆v−1

(
J

(j)
T (v, τ, 0)− J

(j)
T (v −∆v, τ, 0)

)
+

+h
(j)
0 (v, τ, s)

]
, ∀ τ > 0, ∀ v > 0, ∀ s > 0. (24)

Доказательство. Подставляя в (8) в качестве срезающей функции

ψ(x)φ(t) = ζβ
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s(x) exp(−tT−1), β ≥ p + 1,

после очевидных преобразований получаем:

1
2

∫

ΩT (v,τ,s)

|u(j)|2ζβ
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s dx+

+
∫

GT (v,τ,s)

[
(2T )−1|u(j)|2 + |∇xu(j)|p+1ζβ

v,∆v,τ,∆τ,s,∆s

]
dx dt+

+β

∫

GT (0,τ,s)

|u(j)|λ+1ζβ−1
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s(−

∂

∂x1
ζv,∆v,τ,∆τ,s,∆s) dx dt ≤

≤ βe
n∑

i=1

∫

GT (v,τ,s)

|∇xu(j)|p|u| ζβ−1
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s |

∂

∂xi
ζv,∆v,τ,∆τ,s,∆s| dx dt+

+β

∫

GT (v,τ,0)

|u(j)|λ+1ζβ−1
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s(

∂

∂x1
ζv,∆v,τ,∆τ,s,∆s) dx dt +

e

2
h

(j)
0 (v, τ, s). (25)

Из (25) в силу неравенства Юнга с ε следует:
∫

ΩT (v,τ,s)

|u(j)|2ζβ
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s dx +

∫

GT (v,τ,s)

[
T−1|u(j)|2 + |∇xu(j)|p+1

]
ζβ
v,∆v,τ,∆τ,s,δs dx dt

+
∫

GT (0,τ,s)

|u(j)|λ+1ζβ−1
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s|

∂

∂x1
ζv,∆v,τ,∆τ,s,∆s| dx dt ≤

≤ c
( n∑

i=1

∫

GT (v,τ,s)

|u(j)|p+1ζβ−p
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s|

∂

∂xi
ζv,∆v,τ,∆τ,s,∆s|p+1 dx dt+

+
∫

GT (v,τ,0)

|u(j)|λ+1ζβ−1
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s|

∂

∂x1
ζv,∆v,τ,∆τ,s,∆s| dx dt + h

(j)
0 (v, τ, s)

)
, (26)

откуда очевидно следует (24).
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Лемма 3.2. Пусть для решений u(j) задач (21)–(23) при p > 1,

1 < λ ≤ p +
2(p− 1)

n
имеет место следующая априорная оценка:

||u(j)||Lp+1(0,T ;W 1
p+1Ωf (τ)) ≤ C(τ, T ) < ∞ ∀T < ∞, ∀ 0 < τ < ∞, (27)

Ωf (τ) := Ω(f1(τ), τ, f2(τ)), где C(T, τ) – некоторая постоянная, зависящая толь-
ко от известных параметров задачи (1)–(2) и не зависящая от j, а f1(τ) > 0,
f2(τ) > 0 – непрерывные монотонно возрастающие при τ → +∞ функции. Тогда
существует подпоследовательность u(jk) последовательности u(j), сходящаяся
при любых τ < ∞ к решению u(t, x) задачи (1), (2) в пространстве VT (Ωf (τ)) с
нормой

||v||VT (Ωf (τ))) = ||v||Lp+1(0,T ;W 1
p+1(Ωf (τ))) + ||vt||L p+1

p
(0,T ;W−1

p+1
p

(Ωf (τ))).

Доказательство. Так как u(j) – решение задачи (21)–(23), а Ap + Bλ при
λ ≤ p + 2n−1(p− 1) – нелинейный ограниченный оператор

Ap + Bλ : Lp+1

(
0, T ; W 1

p+1(Ωf (τ))
)
→ L p+1

p

(
0, T ; W−1

p+1
p

(Ωf (τ)
)
,

то, в силу (27), выполнено

||u(j)
t ||L p+1

p
(0,T ;W−1

p+1
p

(Ωf (τ)) ≤ C1(τ) < ∞ ∀T < ∞, ∀ τ < ∞.

Благодаря ограниченности ||u(j)||VT (Ωf (τ)) из последовательности {u(j)}∞1 можно
выбрать слабо сходящуюся подпоследовательность (назовем ее снова {u(j)}∞1 ), ко-
торая в силу компактности вложения

VT (Ωf (τ)) ⊂ Lp+1

(
(0, T )× Ωf (τ)

)

будет фундаментальной в Lp+1

(
(0, T )× Ωf (τ)

)
, т. е.

∫

Ωf (τ)

|u(i) − u(j)|p+1 dxdt → 0 при i, j →∞. (28)

Покажем, что u(j) имеет предел в Lp+1

(
0, T ;W 1

p+1(Ωf (τ))
)
. Подставляя в инте-

гральное тождество (8) в качестве пробной функции

w(t, x) = (u(i) − u(j))ζp+1
f1(τ),1,τ,1,f2(τ),1(x),

после преобразований с использованием оценок (3)–(5) получаем:
∫

GT (τ−1)

|∇x(u(i) − u(j))|p+1 dxdt ≤ c
( ∫

GT (τ)

(|∇xu(i)|+ |∇xu(j)|)p+1 dxdt
) p

p+1×
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×( ∫

GT (τ)

(|u(i) − u(j)|p+1 dxdt
) 1

p+1 + c
( ∫

GT (τ)

|b(t, u(i))− b(t, u(j))||u(i) − u(j)| dxdt+

+
∫

GT (τ)

|b(t, u(i))− b(t, u(j))||∇x(u(i) − u(j))| dxdt
)
, (29)

∀ τ : fl(τ) < j+1, GT (τ) := (0, T )×Ωf (τ). Оценим сверху второе и третье слагаемые
в правой части (29). В силу (6)–(7) имеем:

∫

GT (τ)

|b(t, u(i))− b(t, u(j))||u(i) − u(j)| dxdt ≤

≤ c
( ∫

GT (τ)

(|u(i)|+ |u(j)|)
(λ−1)(p+1)

p−1 dxdt
) p−1

p+1
( ∫

GT (f1(τ),τ,f2(τ))

|u(i) − u(j)|p+1 dxdt
) 1

p+1 ,

(30)∫

GT (τ)

|b(t, u(i))−b(t, u(j))||∇x(u(i)−u(j))| dxdt ≤ c
( ∫

GT (τ)

(|u(i)|+|u(j)|)
(λ−1)(p+1)

p−1 dxdt
) p−1

p+1 ·

·(
∫

GT (τ)

|u(i) − u(j)|p+1 dxdt
) 1

p+1
( ∫

GT (τ)

(|∇xu(i)|+ |∇xu(j)|)p+1 dxdt
) 1

p+1 . (31)

Из (29) в силу (30)–(31), (28) следует:

||u(j) − u(j)||
Lp+1

(
0,T ;W 1

p+1(Ωf (τ))
) → 0, i, j →∞. (32)

Отсюда в силу ограниченности и непрерывности оператора

Ap + Bλ : Lp+1

(
0, T ; W 1

p+1(Ωf (τ))
)
→ L p+1

p

(
0, T ; W−1

p+1
p

(Ωf (τ))
)

вытекает:

||u(j)
t − u

(j)
t ||

L p+1
p

(
0,T ;W−1

p+1
p

Ωf (τ))
) → 0, i, j →∞, ∀ τ > 0. (33)

Из (32), (33) следует фундаментальность {u(j)} в пространстве VT

(
Ωf (τ)

)
при лю-

бых 0 < τ < ∞. Зафиксируем произвольно последовательность τi → ∞. По ней
при помощи диагонального процесса выберем подпоследовательность u(jk), фун-
даментальную в V

(
Ωf (τi))

)
при любых i ∈ N. Эта подпоследовательность сходится

к u(t, x) ∈ VTloc
(Rn) – обобщенному решению уравнения (1), причем в силу непре-

рывности вложения
VT

(
Ωf (τ))

)⊂ C
(
0, T ; L2(Ωf (τ))

)

функция u(t, x) удовлетворяет также начальному условию (2). Лемма доказана.
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4. Доказательство теоремы 1. Из неравенства (20) при a = b = p + 1, d = 2
вытекает:

∫

Rn
±

|v|p+1 dx ≤ dp+1
5

(∫

Rn
±

|∇xv|p+1 dx
)θ(∫

Rn
±

|v|2 dx
)(1−θ) p+1

2
, (34)

θ – из (11). Проинтегрируем теперь (34) по t, применим неравенство Гельдера и

положим в полученном выражении v = u(j)ζp+1
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s(x). В результате после

простых преобразований приходим к следующему соотношению:

I
(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, s−∆s) ≤ c T 1−θ

(
Ψ(j)

T (v, τ, s) + ∆s−(p+1)I
(j)
T (0, τ, s)+

+∆τ−(p+1)I
(j)
T (v, τ, s) + ∆v−(p+1)I

(j)
T (v, τ, 0)

)
Φ(j)

T (v, τ, s)(1−θ) p+1
2 , (35)

Полагая в интерполяционном неравенстве (20) a = b = p + 1, d = λ + 1, получаем:
∫

Rn
+

|v|p+1 dx ≤ dp+1
5

(∫

Rn
+

|∇xv|p+1 dx
)θ1

(∫

Rn
+

|v|λ+1 dx
)(1−θ1) p+1

λ+1 , (36)

θ1 =
n(p− λ)

n(p− λ) + (p + 1)(λ + 1)
. Из того же неравенства при a = λ + 1, b = p + 1,

d = 2 следует:
∫

Rn
±

|v|λ+1 dx ≤ dλ+1
5

(∫

Rn
±

|∇xv|p+1 dx
)θ2

λ+1
p+1

(∫

Rn
±

|v|2 dx
)(1−θ2)λ+1

2 , (37)

θ2 =
n(p + 1)(λ− 1)

(λ + 1)(n(p− 1) + 2(p + 1))
. Оценивая правую часть (36) с помощью (37),

получаем: ∫

Rn
+

|v|p+1 dx ≤ c
(∫

Rn
+

|∇xv|p+1 dx
)θ1+hθ2

λ+1
p+1×

×(∫

Rn
+

|v|λ+1 dx
)(1−θ1) p+1

λ+1
−h(∫

Rn
+

|v|2 dx
)h(1−θ2)λ+1

2 , ∀ 0 < h <
p + 1
λ + 1

(1− θ1). (38)

Зафиксируем теперь h так, чтобы было выполнено θ1+h θ2
λ + 1
p + 1

+(1−θ2)
p + 1
λ + 1

−h =

= 1. В результате имеем:
∫

Rn
+

|v|p+1 dx ≤ c
(∫

Rn
+

|∇xv|p+1 dx
)ν(∫

Rn
+

|v|λ+1 dx
)1−ν(∫

Rn
+

|v|2 dx
)µ

, (39)
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где ν, µ – из (11). Полагая в (24) si = (si−2−1∆s)+, i = 1, 2, ...,

[
2s

∆s

]
+1 и суммируя

затем полученные неравенства, после очевидных преобразований с последующей
заменой в выведенном соотношении аргументов получаем:

J
(j)
T (0, τ −∆τ, s−∆s) ≤ c s

(
∆s−(p+1)I

(j)
T (0, τ, s) + ∆τ−(p+1)I

(j)
T (v, τ, s)+

+∆v−(p+1)I
(j)
T (v, τ, 0) + ∆v−1J

(j)
T (v, τ, 0) + h

(j)
0 (v, τ, s)

)
(40)

при ∀ 0 < ∆v < v, ∀ 0 < ∆τ < τ, ∀ 0 < ∆s < s. Проинтегрируем теперь (39)
и (37) по t, применим неравенство Гельдера и положим в полученном v = u(j)·
·ζp+1

v,∆v,τ,∆τ,s,∆s(x). В результате приходим соответственно к следующим соотноше-
ниям:

I
(j)
T (0, τ−∆τ, s−∆s) ≤ c

(
Ψ(j)

T (0, τ, s)+∆s−(p+1)I
(j)
T (0, τ, s)+∆τ−(p+1)I

(j)
T (0, τ, s)

)ν×

×J
(j)
T (0, τ, s)1−νΦ(j)

T (0, τ, s)µ, (41)

J
(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, 0) ≤ c T 1−σ

(
Ψ(j)

T (v, τ, 0) + ∆v−(p+1)I
(j)
T (v, τ, 0)+

+∆τ−(p+1)I
(j)
T (v, τ, 0)

)σΦ(j)
T (v, τ, 0)σ1 , (42)

∀ 0 < ∆v < v, ∀ 0 < ∆τ < τ, ∀ 0 < s < ∆s, σ1 =
n(p− λ) + (p + 1)(λ + 1)

n(p− 1) + 2(p + 1)
,

σ – из (11). Используя для оценки слагаемых в правой части неравенств (41), (35),
(42) неравенства (24) и (40), после замены аргументов в полученных выражениях
приходим к соотношениям:

I
(j)
T (0, τ −∆τ, s−∆s) ≤ c s1−ν

(
∆s−(p+1)I

(j)
T (0, τ, s) + ∆τ−(p+1)I

(j)
T (v, τ, s)+

+∆v−(p+1)I
(j)
T (v, τ, 0) + ∆v−1J

(j)
T (v, τ, 0) + h

(j)
0 (v, τ, s)

)1+µ
, (43)

I
(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, s−∆s) ≤ c T 1−θ

(
∆s−(p+1)I

(j)
T (0, τ, s) + ∆τ−(p+1)I

(j)
T (v, τ, s)+

+∆v−(p+1)I
(j)
T (v, τ, 0) + ∆v−1J

(j)
T (v, τ, 0) + h

(j)
0 (v, τ, s)

)1+α
, (44)

J
(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, 0) ≤ c T 1−σ

(
∆s−(p+1)I

(j)
T (0, τ, s) + ∆τ−(p+1)I

(j)
T (v, τ, s)+

+∆v−(p+1)I
(j)
T (v, τ, 0) + ∆v−1J

(j)
T (v, τ, 0) + h

(j)
0 (v, τ, s)

)1+β (45)

∀ 0 < ∆v < v, ∀ 0 < ∆τ < τ, ∀ 0 < ∆s < s, β – из (11).

Оценим теперь функции IT (v, τ, s) и JT (v, τ, s). Умножим (45) на T
(1−θ)(1+β)

(1+α)
−1+σ,

возведем затем в степень (1 + α)(1 + β)−1 и сложим полученные соотношения с
неравенством (44). В результате имеем:

R
(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, s−∆s) ≡ I

(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, s−∆s)+
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+T 1−θ
(
T−1+σJ

(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, 0)

)(1+α)(1+β)−1 ≤
≤ c6T

1−θ
(
∆s−(p+1)(1+α)I

(j)
T (0, τ, s)1+α + ∆τ−(p+1)(1+α)I

(j)
T (v, τ, s)1+α+

+∆v−(p+1)(1+α)I
(j)
T (v, τ, 0) + ∆v−(1+α)J

(j)
T (v, τ, 0)1+α + h

(j)
0 (v, τ, s)1+α

)
(46)

∀ 0 < ∆v < v, ∀ 0 < ∆τ < τ, ∀ 0 < ∆s < s. Зафиксируем теперь параметры ∆s, ∆τ ,
∆v следующим образом:

∆s ≡ ∆s(T, τ, s) = ∆τ ≡ ∆τ(T, v, τ, s) =
(
8c6T

1−θI
(j)
T (v, τ, s)α

) 1
(p+1)(1+α) ,

∆v = ∆v(T, v, τ, 0) =
(
8c6T

1−θI
(j)
T (v, τ, 0)α

) 1
(p+1)(1+α) +

(
8c6T

1−σJ
(j)
T (v, τ, 0)β

) 1
1+β .

Подставив эти значения параметров в правую часть (46), приходим к функцио-
нальному соотношению:

R
(j)
T

(
ṽ(v, τ, s), τ̃(v, τ, s), s̃(v, τ, s)

) ≤ 1
2
R

(j)
T (v, τ, s) + c6T

1−θh
(j)
0 (v, τ, s), (47)

ṽ = v − c T
1−θ

(p+1)(1+α) I
(j)
T (v, τ, s)

α
(p+1)(1+α) − c T 1−σ−β(1−θ)

1+α J
(j)
T (v, τ, s)

β
(p+1)(1+β) ,

τ̃ = τ − c T
1−θ

(p+1)(1+α) I
(j)
T (v, τ, s)

α
(p+1)(1+α) , s̃ = s− c T

1−θ
(p+1)(1+α) I

(j)
T (v, τ, s)

α
(p+1)(1+α) .

Возводя неравенство (47) в степень
α

(p + 1)(1 + α)
и умножая на T

1−θ
(p+1)(1+α) , при-

ходим к неравенству:

M
(j)
T

(
v∗(v, τ, s), τ∗(v, τ, s), s∗(v, τ, s)

) ≡ T
1−θ

(p+1)(1+α) R
(j)
T (v∗, τ∗, s∗)

α
(p+1)(1+α) ≤

≤ εM
(j)
T (v, τ, s) + c6T

1−θ
p+1 h

(j)
0 (v, τ, s)

α
p+1 , ε = 2−

α
(p+1)(1+α) , (48)

v∗(v, τ, s) = v − cM
(j)
T (v, τ, s)− c T

p−λ
p−1 M

(j)
T (v, τ, s)

β(p+1)
α ,

τ∗(v, τ, s) = τ − c M
(j)
T (v, τ, s), s∗(v, τ, s) = s− cM

(j)
T (v, τ, s).

Из ограниченности функции M
(j)
T (v, τ, s) при любых j < ∞ следует, что существу-

ют v
(j)
0 < ∞, τ

(j)
0 < ∞, s

(j)
0 < ∞, ∀ j < ∞ такие, что

M
(j)
T (v, τ, s) ≤ cLT

1−θ
p+1 h(v, τ, s)

α
p+1 ∀ v > v

(j)
0 , ∀ τ > τ

(j)
0 , ∀ s > s

(j)
0 , L > 1. (49)

Из неравенств (48), (49) в силу леммы 5.2 из дополнения следует:

M
(j)
T

(
(h−1

3 ◦ h1)(τ), τ, (h−1
2 ◦ h1)(τ)

) ≤ cLT
1−θ
p+1 h

(j)
1 (τ)

α
p+1 ∀ τ > τ̃ (1)(T ), (50)

Оценим I
(j)
T (v, τ, s) и J

(j)
T (v, τ, s) иначе. Умножив (43) на s−(1−ν)T

(1−θ)(1+µ)
1+α , воз-

ведя затем в степень (1 + α)(1 + µ)−1 и сложив полученное соотношение с (46),
приходим к неравенству:

E
(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, s−∆s) ≡ T 1−θ

(
s−1+νI

(j)
T (0, τ −∆τ, s−∆s)

)(1+α)(1+µ)−1

+
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+I
(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, s−∆s) + T 1−θ

(
T−1+σJ

(j)
T (v −∆v, τ −∆τ, 0)

)(1+α)(1+β)−1 ≤
≤ c1T

1−θ
(
∆s−(p+1)(1+α)I

(j)
T (0, τ, s)1+α + ∆τ−(p+1)(1+α)I

(j)
T (v, τ, s)1+α+

+∆v−(p+1)(1+α)I
(j)
T (v, τ, 0) + ∆v−(1+α)J

(j)
T (v, τ, 0)1+α + h

(j)
0 (v, τ, s)1+α

)
(51)

∀ 0 < ∆v < v, ∀ 0 < ∆τ < τ, ∀ 0 < ∆s < s. Зафиксируем теперь в (51) параметры
∆s, ∆τ , ∆v следующим образом:

∆s = ∆s(T, τ, s) = (8c1)
1

(p+1)(1+α)
(
s1−νI

(j)
T (0, τ, s)µ

) 1
(p+1)(1+µ) ,

∆τ = ∆τ(T, v, τ, s) =
(
8c1T

1−θI
(j)
T (v, τ, s)α

) 1
(p+1)(1+α) ,

∆v = ∆v(T, v, τ) =
(
8c1T

1−θI
(j)
T (v, τ, 0)α

) 1
(p+1)(1+α) +

(
8c T 1−σJ

(j)
T (v, τ, 0)β

) 1
1+β ,

откуда следует функциональное соотношение:

E
(j)
T

(
ṽ(v, τ, s), τ̃(v, τ, s), s̃(v, τ, s)

) ≤ 1
2
E

(j)
T (v, τ, s) + c1T

1−θh
(j)
0 (v, τ, s)1+α (52)

∀ v > 0, ∀ τ > 0, ∀ s > 0, где

ṽ = v − c T
1−θ

(p+1)(1+α) I
(j)
T (v, τ, s)

α
(p+1)(1+α) − c T 1−σ−β(1−θ)

1+α J
(j)
T (v, τ, s)

β
1+β ,

τ̃ = τ − c T
1−θ

(p+1)(1+α) I
(j)
T (v, τ, s)

α
(p+1)(1+α) ,

s̃ = s− c T
− µ(1−θ)

(p+1)(1+α) s
1−ν
p+1 I

(j)
T (v, τ, s)

µ
(p+1)(1+α) .

Возведем теперь неравенство (52) в степень α
(p+1)(1+α) и умножим на T

1−θ
(p+1)(1+α) . В

результате имеем:

N
(j)
T

(
v∗(T, v, τ, s), τ∗(T, v, τ, s), s∗(T, v, τ, s)

) ≡ T
1−θ

(p+1)(1+α) E
(j)
T (T, v∗, τ∗, s∗)

α
(p+1)(1+α) ≤

≤ εN
(j)
T (v, τ, s)+ c T

1−θ
p+1 h

(j)
0 (v, τ, s)

α
p+1 ∀ v > 0, ∀ τ > 0, ∀ s > 0, ε = 2−

α
(p+1)(1+α) , (53)

где
v∗(T, v, τ, s) = v − cN

(j)
T (v, τ, s)− c T

p−λ
p−1 N

(j)
T (v, τ, s)

β(p+1)
α ,

τ∗(T, v, τ, s) = τ − cN
(j)
T (v, τ, s),

s∗(T, v, τ, s) = s− c s
1−ν
p+1

(
T
− 1−θ

p+1 N
(j)
T (v, τ, s)

) µ
α .

Поскольку N
(j)
T (v, τ, s) ограничена при любом j < ∞, то существуют v

(j)
0 < ∞,

τ
(j)
0 < ∞, s

(j)
0 < ∞ ∀ j < ∞ такие, что

N
(j)
T (v, τ, s) ≤ cLT

1−θ
p+1 h(v, τ, s)

α
p+1 ∀ v > v

(j)
0 , ∀ τ > τ

(j)
0 , ∀ s > s

(j)
0 , L > 1. (54)

Из неравенств (53), (54) в силу леммы 2 из дополнения следует:

N
(j)
T

(
(h−1

3 ◦ h1)(τ), τ, (h−1
2 ◦ h1)(τ)) ≤ c T

1−θ
p+1 h1(τ)

α
p+1 ∀ τ > τ̃ (2)(T ). (55)

Условия и оценки (9)–(19) вытекают из соотношений (50), (55), лемм 3.1 и 3.2, а
также регулярной монотонности функций (h−1

2 ◦h1)(τ), h1(τ), (h−1
3 ◦h1)(τ). Теорема

доказана.
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5. Дополнение.
Лемма 5.1.Пусть Ω – произвольная ограниченная область в Rn. Тогда, если

p > 1, λ ≤ p +
2(p + 1)

n
, то имеет место вложение

C
(
[0, T ]; L2(Ω)

) ∩ Lp+1

(
0, T ;

0
W

1

p+1 (Ω)
) ⊂ Lλ+1

(
(0, T )× Ω

)
. (56)

Доказательство. Для данной области Ω справедливо интерполяционное нера-
венство Гальярдо–Ниренберга вида

‖u‖Lλ+1(Ω) ≤ d̃5‖Dm
x u‖θ̃

Lp+1(Ω)‖u‖1−θ̃
L2(Ω), (57)

где u(t, x) – произвольная по x функция из пространства
0

W
1

p+1 (Ω) ∩ L2(Ω),

d̃5 > 0, 0 < θ̃ =
n(λ− 1)(p + 1)

(λ + 1)(n(p− 1) + 2(p + 1))
< 1. Возведя неравенство (57) в сте-

пень λ+1, проинтегрировав полученное соотношение по t и применив неравенство
Гёльдера, после очевидных преобразований придем к выражению вида

‖u‖Lλ+1((0,T )×Ω) ≤ d̃5T
1−σ
λ+1 ‖Dm

x u‖θ̃

Lp+1

(
(0,T )×Ω

)‖u‖1−θ̃

C
(
[0,T ];L2(Ω)

),

0 < σ = θ̃
λ + 1
p + 1

< 1, откуда следует (56). Лемма доказана.

Лемма 5.2. Пусть неотрицательная непрерывная неубывающая по своим ар-
гументам функция f(s) и строго возрастающие gi(si), i = 1, 3, s = (s1, s2, s3)
удовлетворяют соотношению:

f(s1 − f(s), s2 − a1s
α
2 f(s)β, s3 − f(s)− a2f(s)γ) ≤

≤ εf(s1, s2, s3) + g1(s1)κ1g2(s2)1−κ1 + g1(s1)κ2g3(s3)1−κ2 (58)

где 0 < ε < 1, 0 < a1 < ∞, 0 ≤ a2 < ∞, 0 ≤ α < 1, 0 < κi < 1, i ∈ {1, 2}, β > 0,
γ > 0.

Предположим также, что выполнены следующие требования:
1) существуют s̃1 < +∞ и L > 2(1− ε)−1 такие, что

f(s1, (g−1
2 ◦ g1)(s1), (g−1

3 ◦ g1)(s1)) ≤ Lg1(s1) ∀ s1 > s̃1 > ŝ1 > 0, (59)

2) для gi(si) выполнено

g1(s1) ≤ b1s1 ∀ s1 > ŝ1, g2(s2) ≤ b2s
(1−α)β−1

2 ∀ s2 > (g−1
2 ◦ g1)(ŝ1), (60)

g3(s3) ≤ b3 min{s3, s
γ−1

3 } ∀ s3 > (g−1
3 ◦ g1)(ŝ1),

Lb1 < 1, a1(Lb2)β < 1, Lb3 + a2(Lb3)γ < 1. (61)
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3) функции (g−1
2 ◦g1)(s1), (g−1

3 ◦g1)(s1), g1(s1) удовлетворяют условию правиль-
ной монотонности: для любых 0 < δi = δi(δ) < 1, i = 1, 3, существует 0 < δ < 1
такое, что выполнено

δ̃1g1(s1) ≤ g1(s1(1− δ)) ≤ δ1g1(s1), ∀s1 > ŝ1, 0 < δ̃1 < δ1 ≤ 1− Lb1, (62)

(g−1
2 ◦ g1)(s1(1− δ)) ≤ δ2(g−1

2 ◦ g1)(s1), ∀s1 > ŝ1, 0 < δ̃2 < δ2 ≤ 1− a1(Lb2)β, (63)

(g−1
3 ◦ g1)(s1(1− δ)) ≤ δ3(g−1

3 ◦ g1)(s1), ∀s1 > ŝ1, 0 < δ3 ≤ 1−Lb3− a2(Lb3)γ . (64)

Тогда имеет место следующее соотношение:

f(s1, (g−1
2 ◦ g1)(s1), (g−1

3 ◦ g1)(s1)) ≤ Lg1(s1) ∀ s1 > ŝ1 > 0, (65)

если выполнено (Lε + 2)δ̃−1
1 < L.

Доказательство. Положим в (58) s2 = s2(s1) = (g−1
2 ◦ g1)(s1), s3 = s3(s1) =

= (g−1
3 ◦ g1)(s1), зафиксируем произвольно s′ > ŝ1 и построим последовательность

{s(i)
1 } следующим образом:

s
(i)
1 = (1− δ)s(i−1)

1 , i = 1, 2, ..., δ = max{1− Lb1, δ1, δ2, δ3}.

В силу (59) имеем: f(s(0)
1 , (g−1

2 ◦g1)(s
(0)
1 ), (g−1

3 ◦g1)(s
(0)
1 )) ≤ Lg1(s

(0)
1 ). Предположим,

что для некоторого i ∈ N выполнено

f(s(i)
1 , (g−1

2 ◦ g1)(s
(i)
1 ), (g−1

3 ◦ g1)(s
(i)
1 )) ≤ Lg1(s

(i)
1 ). (66)

Из предположения (58) и соотношений (59) - (65) вытекает следующая цепочка
неравенств:

f(s(i+1)
1 , (g−1

2 ◦ g1)(s
(i+1)
1 ), (g−1

3 ◦ g1)(s
(i+1)
1 )) ≤

≤ f((1− δ)s(i)
1 , δ2(g−1

2 ◦ g1)(s
(i)
1 ), δ3(g−1

3 ◦ g1)(s
(i)
1 )) ≤

≤ f((1− Lb1)s
(i)
1 , (1− a1(Lb2)β)(g−1

2 ◦ g1)(s
(i)
1 ), (1− Lb3 − (Lb3)γ)(g−1

3 ◦ g1)(s
(i)
1 )) ≤

≤ f(s(i)
1 − f(s(i)), s(i)

2 − a1(s
(i)
2 )αf(s(i))β, s

(i)
3 − f(s(i))− a2f(s(i))γ) ≤

≤ (Lε + 2)g1(s
(i)
1 ) ≤ (Lε + 2)δ̃−1

1 g1(s
(i+1)
1 ) ≤ Lg1(s

(i+1)
1 ), s(i) = (s(i)

1 , s
(i)
2 , s

(i)
3 ).

Лемма доказана.
Пример 2. Пусть выполнено

g1(s1) = b1s
α1
1 , g2(s2) = b2s

(α2−α)β−1

2 , 0 ≤ α < α2, g3(s3) = b3s
α3γ−1

3 ,

тогда g−1
2 (s2) = b−1

2 s
β(α2−α)−1

2 , g−1
3 (s3) = b−1

3 s
γ(α3)−1

2 ,

(g−1
2 ◦ g1)(s1) = b−1

2 b
β(α2−α)−1

1 s
α1β(α2−α)−1

1 , (g−1
3 ◦ g1)(s1) = b−1

3 b
γα−1

2
1 s

α1γα−1
3

1 .

Следовательно, δ1 = δ̃1 = (1 − δ)α1 , δ2 = (1 − δ)α1β(α2−α)−1 , δ3 = (1 − δ)α1γα−1
3 , т.е.

условия леммы можно обеспечить подходящим выбором bi и L.
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D.A. Sapronov
Existence of solutions with unbounded energy of the Cauchy problems for a degenerated
second-order parabolic equations of diffusion-convection type.

In article there is established precise (in some sense) sufficient conditions on the growth of L2-norm
of initial datum, which provide existence of solution of Cauchy problem for second-order parabolic
equations of diffusion-convection type.
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